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@ WSTEP, ktéry koniecznie musisz przeczytac!

Poniewaz: po pierwsze, poznamy sie, a po drugie — wyjasnie Ci, co,
dlaczego, jak i kiedy zrobi¢, by zda¢ mature z matematyki.

Drogi Maturzysto!

Obowigzkowa matura z matematyki dla niektdrych jest czyms prostym i banalnym, dla |
innych jest jedng z wielkich zyciowych traum. Tych drugich jest jednak zdecydowanie
wiecej.

Co roku kilkadziesigt tysiecy maturzystow nie zdaje matury, a w rekordowym roku byto
ich ponad 70 tysiecy! To bardzo duzo. Dlaczego az tyle?

Przyczyn jest co najmniej kilka. Ucznia, ktéry nie lubi matematyki i ma problemy z nauczeniem sie jej czesto paralizuje
strach i lek przed tym przedmiotem, poniewaz ma wiele negatywnych wspomnien zwigzanych z jego dotychczasowg
nauka. Nie wiem, jak Ty radzites sobie z matematyka na réznych etapach Twojej edukacii, ale skoro siegnates po te
ksigzke, to rowniez masz jakies obawy zwigzane z tym egzaminem. Moze chcesz tylko zdaé, a moze zalezy Ci na jak
najwyzszym wyniku? Tego nie wiem, ale wazne, zebys odnidst sukces na miare wtasnych oczekiwan.

Kilka lat temu postanowitem napisac ksigzke ,,Jak zda¢ mature zmatematyki”. Chciatem zebraé w niej swoje najwazniejsze
doswiadczenia, ktére zdobytem przygotowujac kilkanascie tysiecy uczniéw do réznego rodzaju egzamindéw na réznych
poziomach edukacyjnych. Chciatem réwniez, by ta ksigzka tamata stereotypy i pokazywata, ze to nieprawda, ze matema-
tyki nie da sie nauczy¢. Po kilku wydaniach i ponad 100 tysigcach sprzedanych egzemplarzy wiem, ze ksigzka spetnia swoj
cel. Wiele oséb mi pisze, ze dzieki tej ksigzce odniosto na maturze sukces.

Dlaczego nauka z tg ksigzkg jest skuteczniejsza
i czym ta ksigzka rozni sie od innych?

Przede wszystkim tym, ze ,Jak zda¢ mature z matematyki na poziomie podstawowym?” to specjalny system
przygotowan oparty na kilku przemyslanych filarach.

Pierwszy to ,topatologiczne” ttumaczenie zagadnien matematycznych. Wielu matematykéw mogg razi¢ uproszcze-
nia w moich wyjasnieniach. Jednak dla Ciebie i dla mnie liczy sie efekt — masz zda¢ mature! Na pewno masz juz dos¢
niezrozumiatych sformutowan, z ktérymi wielokrotnie spotykate$ sie na co dzien w szkole. W tej ksigzce nie znajdziesz
encyklopedycznych formutek, cho¢ oczywiscie sg potrzebne wzory, definicje i twierdzenia. Wyjasnienia majg by¢
proste i konkretne. Dlatego gdy przypominam Ci wzdr w czesci teoretycznej, to od razu mozesz zobaczyé, jak taki wzér
zastosowac na konkretnym przyktadzie.

Drugi filar to specjalny rozktad zadan — zasada trzech krokéw. To unikalna cecha tej ksigzki. Pierwszy krok —
zadanie do analizy, w trakcie ktdrej poznajesz najprostszy sposdb rozwigzania zadania okreslonego typu. Drugi krok
to rozwigzywanie zadania podobnego do analizowanego, ale w oparciu o wskazéwki. Nawet, jesli jestes pozbawiony
matematycznej pewnosci, zobaczysz, ze z podpowiedziami powoli zaczniesz wierzy¢, ze mozesz sie nauczy¢ rozwigzywaé
poszczegdlne zadania. Krok trzeci to zadanie sprawdzajgce — przy jego rozwigzywaniu nie otrzymujesz juz pomocy, lecz
tylko odpowiedz. Musisz w koricu by¢ samodzielny! Szybko zobaczysz, ze ten system sie sprawdza. Takich zadan z zasada
trzech krokdw jest w tej ksigzce 443. Jest ich duzo, ale z reguty sg dos¢ krétkie i proste. Do zadan ze wskazéwkami i zadan
sprawdzajgcych na koricu danego rozdziatu znajdziesz petne rozwigzania. Sprawdzaj je. Zobacz, czy gdzies$ nie popetniasz
jeszcze btedu.

Ostatnim filarem systemu s3 powtorki poszczegolnych zagadnien czy zadan w odpowiednich odstepach czasowych.
Nawigzuje to do odkry¢ specjalistow z zakresu psychologii poznawczej, Hermanna Ebbinghausa i Tony’ego Buzana. Pier-
wszy z nich wskazat zaleznos$é zapominania materiatu w czasie i konieczno$¢ odpowiedniej liczby powtdrek, ktérych po-
winno by¢ 6 —7, by dane zagadnienia pamietad trwale. Tony Buzan zauwazyt, ze powtdrki te bedg jeszcze skuteczniejsze,
gdy zostang przeprowadzone w okreslonym momencie. W naszej ksigzce pierwsza powtorka to zadanie sprawdzajgce.
Kolejne pojawig sie, gdy bedziesz rozwigzywat zadania z podsumowan, ktdre znajduja sie na koricu kazdego z dziatow.
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Podsumowania sktadajg sie z zadan testowych oraz zadan otwartych krétkiej lub rozszerzonej odpowiedzi, czyli tak jak
w typowym arkuszu maturalnym. tgcznie sg to 234 zadania maturalne, ktére sprawig, ze bedziesz miat coraz trwalej
opanowane umiejetnosci. Co wazne, w podsumowaniach tych znajdziesz zadania odnoszace sie do wszystkich poprzed-
nich dziatéw; na przyktad w podsumowaniu nr 1 bedg zadania tylko z pierwszego dziatu, ale juz w podsumowaniu
nr 5 — z poprzednich pieciu. Dzieki temu caty czas bedziesz pamietat zadania, ktére powtarzates wczesniej — i tak
do samej matury! Sam zaskoczysz sie jak dobrze i trwale bedziesz wszystko pamietat. Dodatkowo przy poszczegdlnych
zadaniach w podsumowaniach znajdziesz wskazowki. Najczesciej bedzie to numer zadania podobnego, a czasem tylko
informacja, gdzie szuka¢ wskazéwki. Na koricu ksigzki znajdziesz odpowiedzi do wszystkich zadan, a nawet rozwigzania
krok po kroku, gdy zadanie jest dowodem lub innym zadaniem na wykazywanie. W innych ksigzkach, gdy spotykamy
dowody, najczesciej nie ma odpowiedzi ani zadnego rozwigzania. W tej ksigzce jest inaczej.

Czy ten system dziata?

W rekordowym roku moi uczniowie osiggneli z matury z matematyki sredni wynik 91,45%, ktéry przy Sredniej
ogolnopolskiej — w okolicach 50% — jest, musisz przyznaé, duzo lepszy. Co roku wszyscy moi uczniowie zdajg egzamin
maturalny, wielu z nich otrzymuje wyniki 100%, a ponad potowa z nich wyniki powyzej 90%! Ksigzka z tym systemem
bije rekordy popularnosci i dzieki niej spotykam sie z wieloma oznakami sympatii i wdziecznosci. Jak widzisz, ten system
dziata i Ty tez mozesz dotgczy¢ do grupy szczesliwcow.

W ksigzce znajdziesz wiekszos$¢ najwazniejszych typdw zadan, jakie mogg znalez¢ sie na maturze. Trudno méwié o zada-
niach ,pewniakach”, jak na poprzednich maturach, poniewaz od roku 2015 matura przygotowywana jest wedtug nowej
podstawy programowej. Jest jednak pewien kanon umiejetnosci, ktére mimo zmian podstawy programowej nadal bedg
pojawiaty sie w zadaniach maturalnych. Ta ksigzka pomoze Ci opanowac¢ wiasnie te najwazniejsze umiejetnosci, bys
mogt je skutecznie wykorzysta¢ na maturze. Ten kanon umiejetnosci potwierdzajg zamieszczone w ksigzce wybrane
zadania maturalne z konkretnych lat czy zadania zaproponowane przez Centralng Komisje Egzaminacyjng (CKE). Tym
zadaniom przygladaj sie szczegdlnie.

Ztota zasada pewnosci zdania egzaminu maturalnego z matematyki

Jesli masz juz te ksigzke, to wykonates pierwszy duzy krok. Kolejne kroki nie muszg by¢ duze, ale wazne, by byty
SYSTEMATYCZNE! Gdy rozwigzesz zadania zamieszczone w tej ksigzce, bedziesz mie¢ mocny fundament do zdania matury.
Musisz by¢ jednak konsekwentny. Dla os6b mniej systematycznych przygotowatem dwa harmonogramy, ktére pomoga
im w rozplanowaniu pracy. Czas przygotowan roztozytem na 10 oraz 42 dni. Oczywiscie mozesz tez przygotowywac sie
jeszcze wolniej i spokojniej, na przyktad przez caty rok szkolny. Tak bytoby nawet najlepiej. Wszystko zalezy od tego, ile
czasu zostato Ci do matury.

Prosze Cie jeszcze o jedno — nie omijaj zadnych zagadnien, ktére bedg obowigzywaty na Twojej maturze. Ksigzka jest
catoscig. Zaleznosci poznawane we wczesniejszych rozdziatach sg potrzebne w dalszej czesci — sg niezbedne! Gdy to
zrealizujesz, Twoj wynik bedzie naprawde dobry. Sam bedziesz zaskoczony swoim sukcesem.

Jesli chcesz otrzymac jeszcze lepszy wynik lub mie¢ wiekszg pewnosé na maturze, to warto, zebys siegnat po dwie
inne moje ksigzki, ale juz po ,przerobieniu” repetytorium. Pierwsza to ,,Dowody matematyczne — zbiér zadan dla
maturzystow i nie tylko”. W arkuszu maturalnym takich zadarn znajdziemy co najmniej kilka. Nie boj sie dowoddw i nie
zniechecaj przy poczatkowych trudnosciach. Te zadania bedg Cie bardzo rozwijaty, a dodatkowo to swietny trening.
Druga ksigzka to ,Jak zda¢ mature z matematyki na poziomie podstawowym — arkusze maturalne”. Sg to gotowe
arkusze przypominajgce budowa zestawy egzaminacyjne. To dobry trening na sam koniec przygotowan przed matura.
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i ptaszczyznami
Zadania — wykorzystanie funkcji trygonometrycznych i twierdzenia Pitagorasa do obliczen 286
z brytami

. Rozwigzania zadan ze wskazéwkami i sprawdzajgcych 291

. Podsumowanie 9 301
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@ INSTRUKCJA OBSLUGI KSIAZKI

Drogi Maturzysto, przeczytates juz wstep?
Nie? To zapraszamy do przeczytania, dowiesz sie z niego wiele o tej ksigzce, co ufatwi zrozumienie instrukgji.
Tak? Ponizej znajduja sie objasnienia poszczegdlnych oznaczen, z ktdrymi spotkasz sie podczas rozwigzywania zadan.

® Zadania < Oznaczenie zadan o(deé(oheso ‘(’u(pu lub do‘(’tz(czqa?cL ,’edheﬁo zaﬁodhiehia.
<« Zodenia rozwigzehe lerole po L_ro(;_u, wroez z [Lolmeh'('arzal«i of:,‘aéhia,‘qc%wi PDSZCZCSé(hC e‘fam rozwigzonio.

& Zadenia podobne do zadas do ahﬂ[izu’, do sanodzie(hego rozwiczenio. w oparciu o podene wskozbwli.
zadanie sprawdzejace < Zodenia Podofvhe do zedai do aha(izu, i ze wslezéwlami, do sal«odzie(he%o rozwiczanio.

CKE < Propoa?c,‘e zao(av’. C,ewfmthe,‘ Kol«is,‘i EﬂZOlMihGCtﬂhei do l«a’h,m? wedfug howel‘ Pods‘hqu Prosml«owe,‘.

<« Zodania z mofur z lof ubietbvfu’cl«.

@® Rozwigzania < Rozwigzanie zedeih ze wskazdwlemi i sprawdza,’qc%cb, zha,’du,’qce sie ho LoLe,’hu,cln stronach.
- fm‘omocl'e Przt?da‘fhe do [epszeso Zrozuimienic. zcsadhiehia, a folze rozwiGzqwohio zeden.

Cena brutto = 100% < Dodeflowe ihfomac,'e Przu’o(a‘{’he do rozwigzanio zadenic, zha[duche sie ha zie[ow?lm tle przy rozwigzaniu.

Jale zded... 0 < Porao(q ufa‘(‘wia”qce organizacie nauld orez sem proces uczenic sig.

< Poa(sul«owuche zao‘ahia +es+owe orez Zadahia o+war+a oé:e,’l«u,‘qce zasadhiehia z dziafu, po L:fért?lm sie
zho,‘du,‘q orez o(ziaféw poprzedhicln. Np. Podsumowenie b zowiero zadahic z ﬁm’ ov\ohe‘f}'ii orez zczawao(hie—
EiEH:  nie 2 PoprzedhicL pigciu dzietéw. Kezde Podsuh\owahie me swé,‘ ihdt?widucl.hv' lod QR prze(derowuich

Ol 0]

&

Podsumowanie

(o] WEYS(i Oh"(.ihe,

UNIKALNY KOD DOSTEPU

W kazdej ksigzce znajduje sie unikalny kod uprawnia-
| jeszcze jedno... jgcy do skorzystania z pakietu on-line.
Ponizej znajduje sie kod zapewniajgcy dostep do PAKIETU OI

STREFY MATURZYSTY (poprzez kod QR lub wpisujac adres wy  WY/Starczy, ze wpiszesz go na stronie i mozesz
skorzystac ze specjalnego modutu podsumowar,

ktory sprawdzi Twoje odpowiedzi i obliczy liczbe
jakzdacmaturezmatematyl  zdobytych punktow.

[=] = m]

B

KOD

DOSTEPU
—

[=




Dziat 2

@ Wykazywanie podzielnosci

PODZIELNOSC — WPROWADZENIE

Jesli chcemy wykazaé, ze wyrazenie jest podzielne przez 7, to nalezy to wyrazenie przedstawié jako iloczyn liczby 7

i liczby catkowite;j.

14=2-7 liczba jest podzielna przez 7
70=10-7 liczba jest podzielna przez 7
1638 =234-7 liczba jest podzielna przez 7

Zauwazmy, ze kazdg liczbe podzielng przez 7 mozemy
roztozy¢ na iloczyn liczby 7 i okres$lone;j liczby catkowitej,
ktérej wartosc nie jest dla nas istotna. W dowodach
wyrazenie, ktdre jest liczbg catkowitg, zastepujemy
dowolng literg, np.:

7 -k, gdzie k € C

Zapis ten oznacza, ze wyrazenie 7k jest wielokrotnoscia liczby 7 i liczby catkowitej k, czyli jest liczbg podzielng przez 7.

@® Zadania — dowody dotyczgce podzielnosci liczb

210iE3 | codome o ol Y

Wykaz, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 3.

ROZWIAZANIE

1° Oznaczamy kolejne liczby. Kazda liczba jest wieksza od  n — pierwsza liczba catkowita
poprzedniej o 1. n + 1 —druga liczba catkowita
n + 2 —trzecia liczba catkowita

2° Zapisujemy sume liczb i redukujemy. ntn+1+n+2=3n+3=
3° Wytgczamy liczbe 3 przed nawias. =3(n+1)=

4° Liczba w nawiasie jest liczbg catkowitg, wiec =3(n+1)=3k
zastepujemy nawias literg k z zapisem informujgcym e

o tym, do jakiego zbioru liczba ta nalezy.

5° Sume trzech kolejnych liczb przedstawilismy jako iloczyn liczby 3 i liczby catkowitej, wiec suma ta jest podzielna
przez 3.

POWODY I ZADANIA NA WYRAZYWANIE

. o _ } ] W ksigzce znajdziesz wiele dowodow i zadar na
Wykaz, ze suma kwadratéw pieciu kolejnych liczb catkowity wykazywanie. Jest to ten typ zadar, ktdry sprawia
uczniom z reguty najwiecej trudnosci.

ROZWIAZANIE
1° Oznaczamy pie¢ kolejnych liczb catkowitych. Uczqc sie jednak zgodnie ze wskazowkami, bedziesz
w stanie opanowac rozwigzywanie nawet takich
2° Zapisujemy sume kwadratéw tych liczb. zadar, ktore zawsze wydawaty Ci sie zbyt trudne.
i ) o Wszystkie zadania sq dokfadnie wyttumaczone,
3 KorZVZStamz’ ze wzoru SIZ“OCO”EgO mnozenia: a dzieki kolejnym, podobnym zadaniom, ktore robisz
(a+b) =a"+2ab+b". - samodzielnie, utrwalasz sobie sposéb rozwigzywania.

4° Redukujemy wyrazy podobne.
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NIEZBEDNA TEORIA PRZEJRZYSCIE WYJASNIONA o

Na poczgtku kazdego dziatu znajdziesz niezbednq teorie, czyli
najwazniejsze wzory, twierdzenia i definicje.

Funkcje

Cata teoria oparta jest na konkretnych przyktadach, pogrupowa-
) na, usystematyzowana i utozona tak, by jak najtatwiej byto Ci jg
‘ Podstawowe wiadcC zrozumiec i zapamietac.

DEFINICJA PRZYKLAD

FUNKCJA Funkcja ze zbioru X w zbiér Y
to przyporzadkowanie kazdemu elementowi
ze zbioru X (dziedziny) doktadnie jednego
elementu zbioru Y (przeciwdziedziny funkgji).

ARGUMENT  Elementy dziedziny nazywamy argumentami.
FUNKCJI

WARTOSC  Elementy zbioru Y, ktére zostaty

FUNKCJI przyporzadkowane argumentom, nazywamy
wartosciami funkcji. Tworzg one zbidr wartosci
funkgji.

Aby okresli¢ funkcje, nalezy podac zbiér X iY
oraz regute, wedtug ktérej argumentom ze zbio-
ru X przyporzadkowujemy wartosci funkgii.

é é é

Funkcje zazwyczaj oznaczamy matymi literami i argumenty  przeciwdziedzina  zbidr wartosci
np.: f,g,h ’ ¢ dziedzina funkcji ~ funkdji funkgji
@ Ogodlne wiasnosci funkgji
ZAPIS SYMBOLICZNY FUNKCJI: DZIEDZINA FUNKCJI TO:
OPIS y = f(x) zbiér X
PRZYKEAD i
4
i\
y=2x+3lub f(x)=2x+3 N2 / Y x €(=2;5)
H 1 H
: e
-3-2)\”;0123/456'

ZBIOR WARTOSCI FUNKCJI TO: MIEJSCE ZEROWE FUNK(JI TO:

X, to wspotrzedna x punktu, w ktérym wykres

OPIS zbiér Y przecina 0 OX.

PRZYKEAD [EREERI i i I\

/ y € (=2;4)
X
“fo1 2 3/4 56 -3-2-1\10123456

- N W &~ O
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Dziat 3

MONOTONICZNOSC FUNKCJI:

rosng wartosci (f(x1) < f(xp)).

DEFINICJA rosngca
J W pewnym przedziale : gdy wrazt
zawartym w dziedzinie malejaca :?gﬁ:;g;;?v maleja wartosci (f(X1) > f(x,)).
funkcja jest:
2l stata (% < %) wartosci sg state (f(xy) = f(x3)).

PRZYKELAD

RODZAJE FUNK(JI:

funkcja malejaca

fx) e x & (~2,—3)
funkcja stata

f(x) = x = (333)
funkcja rosnaca

f(x) 7= x € (3;5)

np. funkcja liniowa, kwadratowa, wielomianowa, wymierna, trygonometryczna, logarytmiczna, wyktadnicza, potegowa.

@ Przeksztatcenia rownolegte wykresu funkg;ji

PRZYKLAD 1 PRZYKEAD 2

PRZESUNIECIE
ROWNOLEGLE
WZDrUZ
0S| oX:

y=f(x—p)

Wykres

funkcji nalezy 2
przesungé -3
réwnolegle a
wzdtuz osi OX. 5

.‘I.y

D 1] 2 3 4 5 Bx
1

y=£(x)

Wykres zostat przesuniety o 4 jednostki w prawo. Wykres zostat przesuniety o 3 jednostki w lewo.

p=4

p=—3

Przy przesunieciu wykresu funkcji w poziomie nalezy zwrdci¢ uwage na zmiane znaku przy liczbie p.

PRZYKEAD 3 PRZYKLAD 4

Ly

PRZESUNIECIE
ROWNOLEGLE
WZDLUZ
oSl oY:

y=fx)*q

Wykres
funkcji nalezy
przesungé
réwnolegle
wzdtuz osi OY. 8

Wykres zostat przesuniety o 2 jednostki w gore.

q=2
Jesli g > 0, to przesuwamy w gore.
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D1 2 3 & 5 Bx

Wykres zostat przesuniety o 2 jednostki w doét.
qg=—2
Jesli g < 0, to przesuwamy w dot.



Funkcje

@ Przeksztatcenia wykresu funkcji w symetrii wzgledem
osi uktadu wspotrzednych

PRZYKEAD PRZYKELAD

SYMETRIA by SYMETRIA by
OSIOWA i OSIOWA
WZGLEDEM X WZGLEDEM
Osl oX: . oSl oy: |
— V\/ Y=g ] /
| y = f(x) 2
Wykres nalezy 5 -4 -3 -2 41 /\lo 1 34 8x Wykres nalezy 5 4 -3 -2\-1T\p1f2 3 4 5x
odbi¢ symetrycznie V\\/\ y=—Hx) odbi¢ symetrycznie \/
wzgledem osi OX. 'z wzgledem osi OY. z
-4 -4

@ \Wykresiwitasnosci funkcji liniowe;

Y
(0;b) postac kierunkowa
miejsce zerowe miejsce przeciecia osi OY
A wspotczynnik kierunkowy X
(X[]; 0) \
kgt nachylenia prostej do osi OX

NAJWAZNIEJSZE POSTACI postac kierunkowa y=ax+b
FUNKCJI LINIOWE]J
Ax + By + C = 0, wspdfczynniki A i B nie

postac ogdlna . L .
sg jednoczesnie zerami

WEASNOSC WSPOECZYNNIKA ek ot ooy wokresemn funkeli o o "

= oTre
KIERUNKOWEGO g a = tg @, gdzie kat @ oznacza kat miedzy wykresem funkcji a osig OX ]:u(suheh
MONOTONICZNOSC FUNKC)l 5= ¢ funkcja jest rosnaca
LINIOWE]J
zalezy od wspétczynnika a=0 funkcja jest stata
kierunkowego a

a<o0 funkcja jest malejaca

PUNKTY PRZECIECIAWYKRESU  wspétezynnik b miejsce przeciecia osi OY w punkcie (0; b)
FUNKCJI LINIOWEJ Z OSIAMI L. .
UKEADU WSPOERZEDNYCH ¢ doktadnie jedno miejsce zerowe, gdy

a # 0 (jego postac: x, = —%)

¢ nieskonczenie wiele miejsc zerowych,
gdya=b=0

e brak miejsc zerowych, gdy a = 0
ib#0

miejsce zerowe
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Dziat 3

Aby narysowac wykres funkgji liniowej, wystarczy znalez¢ dwa rézne punkty
nalezace do wykresu i przeprowadzi¢ przez nie prostg. W szczegdlnosci mozna
znalez¢ przeciecia z osiami uktadu wspotrzednych: z osig OX (miejsce zerowe)

oraz z osig OY.

PROSTE PROSTOPADLE
| ROWNOLEGLE

Jezeli mamy dwie proste same.

k i I o wzorach odpowied-
nio k:y = a,;x + b, oraz
l:y=a,x+b,, to:

nym znakiem.

Jesli funkcja liniowa jest stata (tzn.

Prosta k jest rownolegta do /
(k| 1), jesli a, = a,, czyli oba
wspotczynniki kierunkowe sg takie

np.:y=2x+3orazy=2x—7
sg réwnolegte

Prosta k jest prostopadta do /
(kL 1), jeslia, =—4-, 0, 0,

czyli jeden wspotczynnik jest
odwrotnoscig drugiego z przeciw-

np.: y=3x—3orazy Z—%x+4 s3
prostopadte, poniewaz odwrotnoscig 3
z przeciwnym znakiem jest —%

y = b), to prosta prostopadta nie
jest juz funkcjg liniowa, lecz prostg

o réwnaniu x = c.

@ \Wykres i wtasnosci funkcji kwadratowe;

TRZY POSTACI FUNKCJI
KWADRATOWE]J

postac ogdlna

postac¢ kanoniczna

postac iloczynowa

MIEJSCA ZEROWE FUNKC]JI A>0
KWADRATOWE]

Liczba rozwigzan (pierwiastkow), A=0
inaczej: miejsc zerowych, zalezy

od delty. Jezeli: A<O

WYKRES FUNKCJI KWADRATOWE]J

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.
Funkcja ma o$ symetrii w punkcie x = p.

W celu narysowania paraboli potrzebujemy
nastepujacych punktéw (patrz rysunek obok):
miejsca zerowe (pod warunkiem, ze istniejg),
wierzchotek paraboli oraz wspdtrzedne przeciecia osi.

84

f(x)=ax*+bx+c,a#0
f(x)=a(x—p) +q,gdziea #0i(p,q)
to wspotrzedne wierzchotka paraboli

f(x)=a(x—x.)(x—x,),gdzie a # 0 x;,x,
sg miejscami zerowymi (pierwiastkami) funkgji

parabola ma dwa rézne miejsca zerowe
parabola ma jedno miejsce zerowe
(podwajny pierwiastek)

parabola nie ma miejsc zerowych

v f(x)=ax2+bx+c

miejsce
przeciecia
osi OY

Wspdtczynnik, od ktdérego zalezy to,

jak skierowane sq ramiona paraboli.
Jesli a > 0, to ramiona skierowane sq do gory.
Jesli a <0, to ramiona skierowane sq do dotu.

A =b? — 4ac

wzory na
wspotrzedne
wierzchotka
paraboli




Funkcje

@ \Wykres i wtasnosci funkcji wyktadniczej

DEFINICJA

Funkcjg wyktadniczg nazywamy funkcje postaci: f(x) = a*, gdzie a > 0 oraz a # 1.

WYKRES

PARAMETR a

DZIEDZINA, ZBIOR WARTOSCI

MONOTONICZNOSC

PRZECIECIE Z OSIA OY

MIEJSCA ZEROWE

@ Wykres i whasnosci funkcji fix)=

DEFINICJA

N v
8 1\* 8
6 ; 6
1%* — %
5 y=(.2) y=2 5
4 — 4
= = 2
y (3) 2
——:J K

6-5-4-3-2-1012 3 45 5-5-4-3-2-101 2 3 4 5

y=a%,ac<(0;1) y=a%a < (10)
D=R, ZW=(0;)
Funkcja jest malejaca. Funkcja jest rosnaca.

Kazda krzywa wyktadnicza przecina 0$ OY w punkcie (0; 1), poniewaz
f(0)=a’=1dlaa>0.

Brak

a
X

Funkcja dana wzorem f(x) = %, gdzie a jest parametremi a # 0, jest przyktadem funkcji wymierne;j.

WYKRES

PARAMETR a
POLOZENIE WYKRESU

DZIEDZINA, ZBIOR
WARTOSCI

PRZEDZIALY
MONOTONICZNOSCI

ZNAK FUNKdJI
PRZECIECIE Z OSIA OY
MIEJSCA ZEROWE

1" 7 §F !
i ¥=z 3
3 _3 4
y=—:—‘- ]l'—; 3
1 1 2
1 Y:_x Y_N 1
x‘ Eal
-‘-1{.‘1 . =t 2 8 9 5 B
?f/\
a<o0 a>0

W drugiej i czwartej ¢wiartce W pierwszej i trzeciej ¢wiartce

D=R\{0}, zw=R\{0}

Rosngca w przedziatach:
(—00;0),(0; )

Dodatniadla x < 0, Ujemnadla x>0

Malejaca w przedziatach:
(—00;0),(0; )

Dodatniadla x > 0, Ujemnadla x <0
Brak
Brak
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Dziat 3

@® Zadania — funkcje okreslone za pomocg opisu stownego

210ANE109 | codome o ol Ky

Dana jest funkcja f, w ktérej kazdej liczbie naturalnej n > 3 przyporzadkowany jest iloczyn liczb pierwszych mniejszych
od tej liczby. Prawdziwa zaleznos¢ to:

A. f(4)=5 B. f(6)=f(7) LATWE DO PRZYSWOJENIA PARTIE MATERIALU
W kazdym z dziafow wyodrebnilismy podstawowe
ROZWIAZANIE zagadnienia, ktérych mozna spodziewac sie na maturze.

1° Liczby pierwsze to 2, 3,5, 7,11... (zobacz definicje s. =,

2° Obliczamy wartosci dla poszczegdlnych argumentdw.

2.1° Odpowiedz A. f(4)=2-3 =6, wiec odrzucamy odp. A

2.2° Odpowiedz B. f(6)=2-3-5=30
f(7)=2-3-5=30

f(6) = f(7), wiec odp. B jest poprawna

POPRAWNA ODPOWIEDZ: B

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej wiekszej od 1 jej najwiekszy dzielnik bedacy liczbg pierwsza.
Sposrad liczb: f(42), f(44), f(45), f(48) najwieksza to:

A. f(42) B. f(44) C. f(45) D. f(48)

ROZWIAZANIE

1° Wypisujemy dzielniki poszczegdlnych liczb.

2° Wybieramy najwiekszg z obliczonych wartosci.

POPRAWNA ODPOWIEDZ:

ZADANETI | codawie sprowdzogace

Funkcja f, okreslona dla wszystkich liczb catkowitych dodatnich, przyporzgdkowuije liczbie x ostatnig cyfre jej kwadratu.
Zbidr wartosci funkcji f zawiera doktadnie:

A. 5 elementdw, B. 6 elementodw, C. 9 elementdw, D. 10 elementéw.

ROZWIAZANIE

POPRAWNA ODPOWIEDZ:
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Ciggi liczbowe

@® Zadania — wyznaczanie wyrazow ciggu arytmetycznego
zao(ahie do ahGLiZ% _ '
POWTORKI W TRZECH KROKACH

Aby zapamietac sposob rozwigzania okreslonego
A3 B. 14 typu zadan, stosujemy zasade trzech krokow.

W ciggu arytmetycznym (a,) mamy: a, = 5ia; = 20. Wte

ROZWIAZANIE

1° W ciggu arytmetycznym kazdy wyraz rézni si¢ od nastgpnego  a; —a, = 5r
o statg wartosc¢ (réznice r). Gdy mamy wyraz a, i a5, to znaczy,
ze wyrazy te réznig sie o piec rdznic.

2° Podstawiamy za a, = 5iza a, = 20 i obliczamy r. 5r=20—5
KROK 1 5r=15 |:5
r=3

W pierwszym zadaniu analizujesz sposob rozwigzania.
zZu a,. as=a,+3r=5+3-3=5+9=14

POPRAWNA ODPOWIEDZ: B

W ciggu arytmetycznym (a,,) dane sg: a; = 12 i a5 = 38. Wtedy wyraz a, jest réwny:

C.—14 =
KROK 2 b.—26

Drugie zadanie, ktére jest bardzo podobne, rozwigzujesz
samodzielnie, korzystajgc ze wskazowek.

tepnego
o statg wartosc (roznice r). Gdy mamy wyraz a; i ag, to znaczy,
ze wyrazy te réznig sie o dwie rdznice.

2° Podstawiamy za a; = 12 iza a5 = 38 i obliczamy r.

3° Pierwszy wyraz obliczamy, odejmujac od a5 dwie rdznice.

POPRAWNA ODPOWIEDZ:

ZADANIEZ43 | codawie sprowdzogace Lo |

W ciggu arytmetycznym pigty wyraz jest réwny 15, a jedenasty jest rowny 33. Rznica tego ciggu jest réwna:
A. 6 B.3 C. -3 D. 18

ROZ\ANAZ ANIIC

KROK 3

Ostatnie, trzecie zadanie, rozwiqzujesz juz catkowicie
samodzielnie, opierajgc sie na sposobie pokazanym
wczesniej.

POPRAWNA ODPOWIEDZ:
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Dziat 6

ROZWIAZANIE

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy tréjkata prostokgtnego
i zaznaczamy jeden z katéw ostrych «.

2°Jezelitga = %, to znaczy ze, zgodnie z definicjg stosunek
dtugosci przyprostokatnej przeciwlegtej do przylegtej jest rowny
3 : 4. 0znaczamy dtugosci odpowiednich bokow jako 3x i 4x.

3° Trzeci bok oznaczamy jako c. Jego dtugosc obliczamy
z twierdzenia Pitagorasa.

4° Obliczamy wartos$¢ cos @.

o 2—cosa
5° Obliczamy wartos$¢ wyrazenia > Fcosa

POPRAWNA ODPOWIEDZ:

ZADANIE 285 zedanie stwdza,qce maj 2014

3cosa—2sina

Jezeli a jest katem ostrym oraz tg @ = 5 , to wartos¢ wyrazenia Sind — 5 cos jest réwna:
23 11 5 24
AT1r B.—23 2 D75

ROZWIAZANIE

POPRAWNA ODPOWIEDZ:

@® Zadania — wyznaczanie wartosci funkcji trygonometrycznych
dla katéw powyzej 90°

210288 | codome o ol

Liczba sin 150° jest réwna liczbie:

. . UCZYSZ SIE TEGO, CO WYMAGANE
A. cos60 B. cos120 1 PRAWDOPODOBNE NA MATURZE

ROZWIAZANIE W ksigzce znajdujq sie zaréwno zadania autorskie,
Jak i zadania z matur i propozycji Centralnej Komisji

1° Zamieniamy kat 150° na réznice katéw postaci 180° — «. | Egzaminacyjnej, dzieki czemu uczysz sie tego, co jest
wymagane i najbardziej prawdopodobne na maturze.

2° Korzystamy ze wzoru redukcyjnego: sin(180° — @) = sin a. =sin3u =
3° Odczytujemy wartos¢ sinusa kata 30°. = % =
4° Takg samg wartos¢ jak sin 30° ma cos 60°. = cos60°

POPRAWNA ODPOWIEDZ: A
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Trygonometria

— rozwigzania zadan ze wskazowkami T \1 s
b

i sprawdzajgcych
ODPOWIEDZI DO WSZYSTKICH ZADA
WYJASNIONE ,,KROK PO KROKU”

. . . . .. Odpowiedzi do zadari ze wskazéwkami
. Rozwuqza nia — obliczanie wartosci fun i sprawdzajgcych, ktére rozwiqzywates samo-
N dzielnie, znajdziesz kilka stron dalej.
z definicji

W tréjkacie prostokgtnym dane sg dtugosci bokéw (zobacz rysunek). Wtedy:
9 . 11
A === C. ==
cosa =77 sina 2./10
9 11
ing =2 _2/10
B. sina = 11 D. cosa = 11
2v10
ROZWIAZANIE
1° Korzystamy z definicji poszczegdlnych funkgji.
. - . . . . . . 2y10
1.1° Sinus to stosunek dtugosci przyprostokatnej przeciwlegtej do przeciwprostokatnej. sine=—37
1.2° Cosinus to stosunek dtugosci przyprostokatnej przylegtej do przeciwprostokatnej. cosa = 19—1

POPRAWNA ODPOWIEDZ: A

Dany jest trdjkat prostokatny o bokach dtugosci 8, 15, 17. Sinus najmniejszego kata jest rowny:

8 17 15 17
A. 17 B. g C. 17 D. 15
ROZWIAZANIE

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy. Najmniejszy kat znajduje sie naprzeci-
wko najkrétszego boku, czyli naprzeciwko boku o dtugosci 8.

2° Korzystamy z definicji funkcji sinus — jest to stosunek dtugosci sina = %
przyprostokatnej przeciwlegtej do przeciwprostokatnej.

POPRAWNA ODPOWIEDZ: A

W tréjkacie, przedstawionym na rysunku obok, sinus kata ostrego « jest rowny:

/6 5 2./6
B. 12 C. 24 D. 5

Ul

A.

ROZWIAZANIE

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy, oznaczajgc dtugosé
trzeciego boku jako x. 5
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Podsumowanie

Wykonaj samodzielnie ponizsze zadania z poprzednich dziatéw. Zréb to koniecznie.
To najwazniejszy element Twoich przygotowan. Zadania w podsumowaniu s3
dobrane tak, abys utrwalit i zapamietat to, czego nauczytes sie wczesnie;.

Nozesz s&orzqs‘f&c’ ze wslezéwli. To numer zedenic PDdObV\C%O (ub przt?dwﬁqe ihforb.uc,’e, (fore poIm0Ga; Ci w rozwigzaniu. \L

Po kazdym dziale znajduje sie podsumowanie, w ktorym 5 kod QR przeniesie Cie do wersji on-line podsumowania

sq zarowno zadania z danego dziatu, jak i wszystkich na stronie jakzdacmaturezmatematyki.pl, gdzie bedziesz .
poprzednich, dzieki czemu systematycznie powtarzasz mégt sprawdzic uzyskany przez Ciebie wynik. o
i utrwalasz wiedze. eod
ZAD. P.6.2 (0-1) Rozwigzaniem réwnania 4(2 —x) = 5x — 1 jest:
zobacz
A x=1 B.x=—1 C.x=7 D.x=-1 zod. 121
ZAD. P.6.3 (0-1) Réwnanie X1 = 1.
A. nie ma rozwigzan, C. ma dwa rozwigzania, :Zﬁ(&%}
B. ma jedno rozwigzanie, D. ma nieskoriczenie wiele rozwigzan.
ZAD. P.6.4 (0-1) Pigtym wyrazem ciagu (a,,) o wzorze (a,) = (—1)"-(n* = 5n) jest liczba:
bac
A -1 B. 0 C.5 D. 25 e
ZAD. P.6.5 (0-1) Osig symetrii funkcji y = x*>—8x+ 100 jest prosta:
bac
A x=4 B.x=—4 C.x=8 D.x=-—38 iz(fég

ZAD. P.6.6 (0-1) W ciggu arytmetycznym a; = 5 oraz a;, = 15. Wéwczas suma S, dziesieciu poczgtkowych wyra-

zOw ciggu jest réwna:
zobecz

A. 200 B. 20 C. 220 D. 100 2ed. 250
ZAD. P.6.7 (0-1) W rosngcym ciggu geometrycznym (g} aann oo =20 o = 27 Whadhe o rdimicinet:
A. 81 B. 243 W PRZYPADKU PROBLEMOW - WSKAZOWKI e
- Jesli masz problem z rozwigzaniem ktdregos z zadar, zobacz
ZAD. P.6.8 (0-1) Na rysunku zaznaczono dtugosci bok skorzystaj ze wskazowki, ktora wskaze Ci zadanie 2od. 234
prostokatnego (zobacz rysunek). Wtedy: podobne lub potrzebny wzor.
A. sina =0,8 C.cosa=1,2
B. sine =0,6 D. tga =1,25 |\ 7&
- Ccos =12 iedv ’
ZAD. P.6.9 (0-1)Kat & jest ostryicos @ = 13 . Wtedy:
zobacz
A sina =2 B. sina =75 Csina =13 D. sina =2 vod. 283
ZAD. P.6.10 (0-1) Liczba tg 60° — sin 30° jest réwna:
D{JOC
A Y371 B /373 co2/3-1 H Y3 zed. 290
: 2 ‘ 2 ‘ 2 6
ZAD. P.6.11 (0-1) Réznica log,32 —4log, 1 jest rowna:
ba
A. 5 B. 3 C.6 D. 36 s
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Odpowiedzi
do podsumowan 1-10

PODSUMOWANIE NR 1

P11 B P12 B P13 C P14 B P15 D Ngkorcu ksigzki znajdziesz odpowiedzi do wszystkich
P111 D P112D P113C P114 A P 115 D Zadanzpodsumowan. W przypadku dowodéw zamiesci-

lismy réwniez petne rozwigzania, zebys mdgt doktadnie
P.121 C P122B P123A przeanalizowac sposob rozwigzania.

PODSUMOWANIE NR 2

P21 C P22 D P23 C P24 B P25 B P26 D P27 C P28 A P29 B P210D
P.211 B P212B P213 A P214C P215A P216C P217D P218 C P219D

P.220 (n+2P—n*=n*+2-2-n+22—n*=4n+4=14-(n+1)= 4k Wyrazenie jest podzielne przez 4.
——
keC

P221 A"T243.4"Tl g =4".424+3.4".4—4"=16-4"+12-4"—4"=27- 4" =27k

keC
Liczba jest podzielna przez 27.

P222  (4n+1P—(4m—1P=(4nP+2-4n+12—[(4mP—2 4m+1%|=
=16n’+8n+1—(16m*—8m+1)=16n*+8n+1—16m*+8m—1=
=16n*+8n+1—16m*+8m—1 = 16n°+8n—16m* +8m =
=8-(2n*+n—2m*+m)=8- (2n2 +n—2m*+m)=8k Liczba jest podzielna przez 8.

keC

P.2.23 k2+/<6f;25 >g ’.(k+3)

k> +6k+25 > 8(k+3)
k*+ 6k + 25 > 8k + 24
kK*—2k+1>0 Dla kazdego k € R, wyrazenie jest nieujemne,
(k—17%=0 wigc nieréwnos¢ jest prawdziwa.

P.2.24 a*>b(2a’—»b)
a*>2a’b—b?
a*—2a°b+b*>0

(a2 b)2 >0 Dla kazdej liczby rzeczywistej a i b wyrazenie jest nieujemne,

wiec nieréwnosc jest prawdziwa.
P.2.25 11X+ 6xy +3y> >0
2+ 9% +exy+y2+2y2>0
—
22+ (Bx+y)P+22>0
=0 >0 >0 Suma wyrazen nieujemnych jest réwniez nieujemna dla kazdego x,y € R,
>0 wiec nieréwnosc jest prawdziwa.

PODSUMOWANIE NR 3

P31 D P32 B P33 D P34 A P35 B P36 D P37 D P38 C P39 C P3108B
P.311C P312B P313 A P314C P315D P316 A P317D

P.318 50+42.5°+58=58(5242.5+1)=58(25+10+1)=36- 5° =36k Liczbajest wiec podzielna
ke C przez 36.
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1AK ZDAC MATURE
Z MATEMATYKI

NA POZIOMIE PODSTAWOWYM @

Nauczycrer
ROKU 2008

Dariusz Kulma to nauczyciel z ponad 20-letnim stazem,
wielokrotnie wyrdzniany za swoje osiggniecia, w tym m.in.:

v nagroda Ministra Edukacji Narodowej Il stopnia w 2008 roku,

v jako jedyny matematyk trzykrotnie nagrodzony w ogélnopolskim
konkursie Nauczyciel Roku (pod patronatem Ministerstwa Edukacji podqécie do wwfewa‘h?{d
Narodowej i ,Gtosu Nauczycielskiego”) — w 2006 nagroda i uwie[e;fhoéc' 20roZ2ohio P“Sfcf chhi(l)\»(
,Nadzieja Edukacji”, w 2007 roku jednym z trzech wyrdznien, a rok pdzniej tytutem Nauczyciela Roku 2008.

Jest pomystodawcg i twdrcg projektu Matematyka Innego Wymiaru — zrzeszajgcego ponad 20 tysiecy ucznidw w kraju.

Jest autorem pietnastu zbioréw zadan, w tym dla najmtodszych uczniéw z zadaniami z krainy Kwadratolandii.

Prowadzi fanpage ,Jak zda¢ mature z matematyki?”, pomagajac w rozwigzywaniu zadan, udzielajgc porad i wskazdwek przedmaturalnych.

Jest pomystodawcg Matematycznych Mistrzostw Polski Dzieci i Mtodziezy oraz autorem zadan konkursowych.

Jest autorem programu nauczania matematyki dla szkét ponadgimnazjalnych opracowanego w ramach projektu E-laboratorium matematyczne.

W uzhehiu zoe wﬂ'oﬂwwe
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»(.) Autor ksigzki prowadzi uczniéw przez gaszcz Dzieki wieloletniej pracy z mtodzieza Dariusz Kulma opracowat wtasny

zagadnien matematycznych w sposéb prosty
i bezpieczny. Zastosowany sposéb narracji pozwala
spokojnie przej$¢ przez wszystkie najistotniejsze
matematyki nie tylko

zagadnienia szkolnej,

system nauczania matematyki, dzieki ktéremu, jak twierdza jego ucznio-

wie, mozna polubi¢, a przede wszystkim zrozumie¢ ten przedmiot. Prowadzi
zajecia z maturzystami zaréwno na poziomie podstawowym jak i rozszerzonym.
Skutecznos¢ tych metod potwierdzajg wyniki jego uczniow. W rekordowym

prezentujac gotowe rozwigzania, ale — uwzglednia-

roku osiagneli oni sredni wynik 91,45% (przy sredniej ogélnopolskiej ok. 50%).
Co roku wszyscy jego uczniowie zdajg egzamin maturalny, wielu z nich otrzy-
muje wyniki 100%, a ponad potowa z nich wyniki powyzej 90%!

OD DZI$, DZIEKI TEJ KSIAZCE, ROWNIEZ | TY MOZESZ NALEZEC
DO GRONA 0SOB, KTORE OSIAGNELY SUKCES NA MATURZE!

jac najnowsze osiagniecia psychologii i pedagogiki —
dbajac o trwatos¢ powtarzanej wiedzy i nabytych
umiejetnosci.”

Dr Witold Pajak, Honorowy Profesor Oswiaty,
rzeczoznawca MEN podrecznikéw szkolnych
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Cfheller 2 sacet NA CZYM OPIERAMY NASZ SYSTEM?

wa‘h,«m(m?cl« na dowodzenie
V' 677 ZADAN — 7 matur z poprzednich lat oraz zadan autorskich, w tym 443
zadania rozwigzane krok po kroku oraz 234 zadania zawarte w podsumowaniach.

A U+OYS(LiC
arlusze moturelne

Dariusz Kulma Nauczyciel Roku 2008

ST D
NA POZIOMIE PODSTAWOWYM @ MATEMATYCZNE v NAJLATWIEJSZE SPOSOBY ROZWIAZYWANIA ZADAN — wszystkie
‘”(‘“SZ@ ”“‘”LWL”@@ B e bt zadania zawieraja odpowiedzi i komentarze pozwalajace na przeéledzenie sposobu

331 rozwigzywania okreslonego rodzaju zadan.

v WYCWICZENIE UMlEJETNOSCl — specjalnie opracowany system pozwala
na doktadne zapoznanie sie z poszczegdlnymi zagadnieniami poprzez zadania do analizy,
samodzielnie wykonywane zadania sprawdzajace, a nastepnie podtrzymywanie wiedzy
poprzez systematyczne powtorki przy pomocy podsumowan (dostepnych réwniez jako

TESTY ON-LINE). ’
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