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�����s�}�‘���]���X���•���o���Ï�v�}�‘���]���‰�}�Ì�v���Á���v�����Á�����Á���Ì���‘�v�]���i�•�Ì�Ç���Z���Œ�}�Ì���Ì�]���s�����Z���•�����‰�}�š�Œ�Ì�����v�����Á�������o�•�Ì���i�����Ì�'�‘���]���v���•�����v�]���Ì���'���v���J���'���Ç���š�}��
�Ì�Œ�����o�]�Ì�µ�i���•�Ì�U���d�Á�•�i���Á�Ç�v�]�l�����'���Ì�]�����v���‰�Œ���Á���'�����}���Œ�Ç�X���^���u�����'���Ì�]���•�Ì���Ì���•�l�}���Ì�}�v�Ç���•�Á�}�]�u���•�µ�l�����•���u�X

�:���‘�o�]�����Z�����•�Ì���}�š�Œ�Ì�Ç�u�������i���•�Ì���Ì�����o���‰�•�Ì�Ç���Á�Ç�v�]�l���o�µ�����u�]�������Á�]�'�l�•�Ì�����‰���Á�v�}�‘�����v�����u���š�µ�Œ�Ì���U���š�}���Á���Œ�š�}�U���Ï�����Ç�‘���•�]�'�P�v���s���‰�}�����Á�]����
�]�v�v�����u�}�i�����l�•�]���Ï�l�]�U�����o�����i�µ�Ï���‰�}���c�‰�Œ�Ì���Œ�}���]���v�]�µ�_���Œ���‰���š�Ç�š�}�Œ�]�µ�u�X���W�]���Œ�Á�•�Ì�����š�}���c���}�Á�}���Ç���u���š���u���š�Ç���Ì�v�����t���Ì���]�•�Œ���Ì�������w�����o����
�u���š�µ�Œ�Ì�Ç�•�š�•�Á���]���v�]�����š�Ç�o�l�}�_�X���t�����Œ�l�µ�•�Ì�µ���u���š�µ�Œ���o�v�Ç�u���š���l�]���Z���Ì�������w���Ì�v���i���Ì�]���u�Ç�����}���v���i�u�v�]���i���l�]�o�l���X���E�]�������•�i���•�]�'�����}�Á�}���•�Á���]���v�]����
�Ì�v�]�����Z�'�����i���‰�Œ�Ì�Ç���‰�}���Ì���š�l�}�Á�Ç���Z���š�Œ�µ���v�}�‘���]�����Z�X���d�����Ì�������v�]�������'���������]�'�������Œ���Ì�}���Œ�}�Ì�Á�]�i���s�Ç�U���������}�����š�l�}�Á�}���š�}���‘�Á�]���š�v�Ç���š�Œ���v�]�v�P�X��
���Œ�µ�P�����l�•�]���Ï�l�����š�}���c�:���l���Ì���������u���š�µ�Œ�'���Ì���u���š���u���š�Ç�l�]���v�����‰�}�Ì�]�}�u�]�����‰�}���•�š���Á�}�Á�Ç�u���t�����Œ�l�µ�•�Ì�����u���š�µ�Œ���o�v���_�X���^�����š�}���P�}�š�}�Á����
���Œ�l�µ�•�Ì�����‰�Œ�Ì�Ç�‰�}�u�]�v���i�����������µ���}�Á�����Ì���•�š���Á�Ç�����P�Ì���u�]�v�����Ç�i�v���X���d�}�����}���Œ�Ç���š�Œ���v�]�v�P���v�����•���u���l�}�v�]�������‰�Œ�Ì�Ç�P�}�š�}�Á���w���‰�Œ�Ì�������u���š�µ�Œ���X

�3�R�Z�R�G�]�H�Q�L�D��
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�Ï �Ï
1 �/�–�&�=�%�<���5�=�(�&�=�<�:�–�6�7�( �•�š�Œ�X

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���W�}���Ì���]�}�Œ�Ç���Ì���]�}�Œ�µ���o�]���Ì�����Œ�Ì�����Ì�Ç�Á�]�•�š�Ç���Z/ �í�í 1 1

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���>�]���Ì���Ç���‰�Œ�Ì�����]�Á�v�����]���}���Á�Œ�}�š�v�������}�������v���i/ �í�í 1 1

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���>�]���Ì���Ç���‰�]���Œ�Á�•�Ì�����]���Ì�s�}�Ï�}�v��/ �í�î 1 1

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���W�Œ�}�����v�š�Ç���x���Œ�•�Ï�v�����Œ�}���Ì���i�����}���o�]���Ì���w���‰�Œ�}�����v�š�}�Á�Ç���Z/ �í�î 1 1

�•�������v�]�����x���}���o�]���Ì���v�]�����‰�Œ�}�����v�š�}�Á�� �í�ð 1 1

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���t���W�}�š�'�P�]���]���‰�]���Œ�Á�]���•�š�l�]/ �í�õ 1 2

�•�������v�]�����x���‰�}�š�'�P�]���]���‰�]���Œ�Á�]���•�š�l�] �î�í 1 2

�•�������v�]�����x���Á�Ç�s�����Ì���v�]�������Ì�Ç�v�v�]�l�����‰�Œ�Ì�������Ì�v���l���‰�]���Œ�Á�]���•�š�l�� �î�ð 1 2

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���E�}�š�����i�����Á�Ç�l�s�����v�]���Ì��/ �î�ò 1 2

�•�������v�]�����x���v�}�š�����i�����Á�Ç�l�s�����v�]���Ì�� �î�ò 1 2

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���h�s���u�l�]���}�l�Œ���•�}�Á��/ �î�ô 1 2

�•�������v�]�����x���µ�s���u�l�]���}�l�Œ���•�}�Á�� �î�ô 1 2

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���>�}�P���Œ�Ç�š�u�Ç/ �î�õ 1 3

�•�������v�]�����x���}���o�]���Ì���v�]�����o�}�P���Œ�Ç�š�u�•�Á���Ì�������.�v�]���i�] �ï�ì 1 3

�•�������v�]�����x���Á�Ç�l�}�Œ�Ì�Ç�•�š���v�]�����Á�Ì�}�Œ�•�Á�����}�š�Ç���Ì�����Ç���Z���o�}�P���Œ�Ç�š�u�•�Á �ï�í 1 3

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x�����s�����������Ì�Á�Ì�P�o�'���v�Ç���]���Á�Ì�P�o�'���v�Ç/ �ï�î 1 4

�•�������v�]�����x���Á���Œ�š�}�‘���������Ì�Á�Ì�P�o�'���v�� �ï�ï 1 4

�•�������v�]�����x�����s�����������Ì�Á�Ì�P�o�'���v�Ç �ï�ð 1 4

�•�������v�]�����x�����s�������Á�Ì�P�o�'���v�Ç �ï�ñ 1 4

�Z�}�Ì�Á�]���Ì���v�]�����Ì�������w���Ì�����Á�•�l���Ì�•�Á�l���u�]���]���•�‰�Œ���Á���Ì���i�����Ç���Z �ï�ò

�W�}���•�µ�u�}�Á���v�]�����í �ð�õ 1 5

2 �:�<�5�$�=�(�1�–�$���$�/�*�(�%�5�$�–�&�=�1�(

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���W�}���•�š���Á�}�Á�����Á�]�����}�u�}�‘���]���}���Á�Ç�Œ���Ï���v�]�����Z�����o�P�����Œ���]���Ì�v�Ç���Z/ �ñ�í 2 6

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���t�Ì�}�Œ�Ç���•�l�Œ�•���}�v���P�}���u�v�}�Ï���v�]��/ �ñ�í 2 6

�•�������v�]�����x���Ì���•�š�}�•�}�Á���v�]�����Á�Ì�}�Œ�•�Á���•�l�Œ�•���}�v���P�}���u�v�}�Ï���v�]�� �ñ�î 2 6

�•�������v�]�����x���µ�•�µ�Á���v�]�����v�]���Á�Ç�u�]���Œ�v�}�‘���]���Ì���u�]���v�}�Á�v�]�l�� �ñ�ð 2 6

�•�������v�]�����x�����Ì�]���s���v�]�����v�����Á�Ç�Œ���Ï���v�]�����Z�����o�P�����Œ���]���Ì�v�Ç���Z �ñ�ñ 2 7

�•�������v�]�����x���Á�Ç�s�����Ì���v�]�������Ì�Ç�v�v�]�l�����‰�Œ�Ì�������v���Á�]���• �ñ�ô 2 7

�•�������v�]�����x�����Ì�]���s���v�]�����v�����Á�Ç�Œ���Ï���v�]�����Z���Á�Ç�u�]���Œ�v�Ç���Z �ñ�õ 2 7

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���W�}���Ì�]���o�v�}�‘�����o�]���Ì��/ �ò�í 2 8

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���t�Ç�l���Ì�Ç�Á���v�]�����‰�}���Ì�]���o�v�}�‘���]/ �ò�î 2 8

�•�������v�]�����x�����}�Á�}���Ç�����}�š�Ç���Ì���������‰�}���Ì�]���o�v�}�‘���]���o�]���Ì�� �ò�î 2 8

�•�������v�]�����x���Á�Ç�l���Ì�Ç�Á���v�]�����•�‰���s�v�]���v�]�����‰�Œ�Ì���Ì���o�]���Ì���'���o�µ�����Á�Ç�Œ���Ï���v�]�����}�l�Œ���‘�o�}�v�Ç���Z���Á���Œ�µ�v�l�•�Á�ò�ñ 2 8

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���t�Ç�l���Ì�Ç�Á���v�]�����v�]���Œ�•�Á�v�}�‘���]/ �ò�ò 2 9

�•�������v�]�����x���Á�Ç�l���Ì�Ç�Á���v�]�����v�]���Œ�•�Á�v�}�‘���] �ò�ò 2 9

�Z�}�Ì�Á�]���Ì���v�]�����Ì�������w���Ì�����Á�•�l���Ì�•�Á�l���u�]���]���•�‰�Œ���Á���Ì���i�����Ç���Z �ò�õ

�W�}���•�µ�u�}�Á���v�]�����î �ó�õ 2 10

�R�Y�Q�Ir 
�H�R�M�E
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3 �)�8�1�.�&�-�(

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���W�}���•�š���Á�}�Á�����Á�]�����}�u�}�‘���]���}���(�µ�v�l���i�����Z/ �ô�í 3 11

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���K�P�•�o�v�����Á�s���•�v�}�‘���]���(�µ�v�l���i�]/ �ô�í 3 11

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���W�Œ�Ì���l�•�Ì�š���s�����v�]�����Œ�•�Á�v�}�o���P�s�����Á�Ç�l�Œ���•�µ���(�µ�v�l���i�]��/ �ô�î 3 11

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���W�Œ�Ì���l�•�Ì�š���s�����v�]�����Á�Ç�l�Œ���•�µ���(�µ�v�l���i�]���Á���•�Ç�u���š�Œ�]�]���Á�Ì�P�o�'�����u���}�•�]���µ�l�s�����µ��
�Á�•�‰�•�s�Œ�Ì�'���v�Ç���Z

�ô�ï 3 11

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���t�Ç�l�Œ���•���]���Á�s���•�v�}�‘���]���(�µ�v�l���i�]���o�]�v�]�}�Á���i/ �ô�ï 3 11

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���t�Ç�l�Œ���•���]���Á�s���•�v�}�‘���]���(�µ�v�l���i�]���l�Á�����Œ���š�}�Á���i/ �ô�ð 3 11

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���t�Ç�l�Œ���•���]���Á�s���•�v�}�‘���]���(�µ�v�l���i�]���Á�Ç�l�s�����v�]���Ì���i/ �ô�ñ 3 11

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���t�Ç�l�Œ���•���]���Á�s���•�v�}�‘���]���(�µ�v�l���i�]��f x x
a=^ h / �ô�ñ 3 11

�•�������v�]�����x���(�µ�v�l���i�����}�l�Œ���‘�o�}�v�����Ì�����‰�}�u�}�������}�‰�]�•�µ���•�s�}�Á�v���P�} �ô�ò 3 11

�•�������v�]�����x���Á�Ç�l�}�Œ�Ì�Ç�•�š�Ç�Á���v�]�����Á�•�‰�•�s�Œ�Ì�'���v�Ç���Z���‰�µ�v�l�š�µ���v���o���Ï�������P�}�����}���Á�Ç�l�Œ���•�µ���(�µ�v�l���i�]�ô�ó 3 11

�•�������v�]�����x���}���o�]���Ì���v�]�����Á���Œ�š�}�‘���]���]�����Œ�P�µ�u���v�š�•�Á�����o���������v�Ç���Z���(�µ�v�l���i�] �ô�õ 3 11

�•�������v�]�����x���}�l�Œ���‘�o���v�]�����Á�s���•�v�}�‘���]���(�µ�v�l���i�] �õ�ì 3 12

�•�������v�]�����x���‰�Œ�Ì���l�•�Ì�š���s�����v�]�����Á�Ç�l�Œ���•�µ���(�µ�v�l���i�] �õ�î 3 12

�•�������v�]�����x���]�v�š���Œ�‰�Œ���š�����i�����Á�•�‰�•�s���Ì�Ç�v�v�]�l�•�Á���(�µ�v�l���i�]���o�]�v�]�}�Á���i �õ�ï 3 13

�•�������v�]�����x���‰�Œ�}�•�š�����Œ�•�Á�v�}�o���P�s�����]���‰�Œ�}�•�š�}�‰�����s�� �õ�ð 3 13

�•�������v�]�����x���}�����Ì�Ç�š�Ç�Á���v�]�����Á�•�‰�•�s�Œ�Ì�'���v�Ç���Z���Á�]���Œ�Ì���Z�}�s�l�����‰���Œ�����}�o�]���Ì���Á�Ç�l�}�Œ�Ì�Ç�•�š���v�]���u���‰�}�•�š�����]��
�l���v�}�v�]���Ì�v���i���(�µ�v�l���i�]���l�Á�����Œ���š�}�Á���i

�õ�ò 3 14

�•�������v�]�����x���‰�}�•�š�������]�o�}���Ì�Ç�v�}�Á�����(�µ�v�l���i�]���l�Á�����Œ���š�}�Á���i �í�ì�ì 3 14

�•�������v�]�����x���}�l�Œ���‘�o���v�]�����Á�s���•�v�}�‘���]���(�µ�v�l���i�]���l�Á�����Œ���š�}�Á���i�� �í�ì�í 3 14

�•�������v�]�����x���}���o�]���Ì���v�]�����‰�]���Œ�Á�]���•�š�l�•�Á���Œ�•�Á�v���v�]�����l�Á�����Œ���š�}�Á���P�} �í�ì�î 3 15

�•�������v�]�����x���v���i�u�v�]���i�•�Ì�����]���v���i�Á�]�'�l�•�Ì�����Á���Œ�š�}�‘�����(�µ�v�l���i�]���l�Á�����Œ���š�}�Á���i���Á���‰�Œ�Ì�����Ì�]���o�������}�u�l�v�]�'�š�Ç�u�í�ì�ð 3 15

�•�������v�]�����x���Á�]���o�l�}�‘���]���}���Á�Œ�}�š�v�]�����‰�Œ�}�‰�}�Œ���i�}�v���o�v�����Á���Ì�������v�]�����Z���‰�Œ���l�š�Ç���Ì�v�Ç���Z�í�ì�ô 3 15

�Z�}�Ì�Á�]���Ì���v�]�����Ì�������w���Ì�����Á�•�l���Ì�•�Á�l���u�]���]���•�‰�Œ���Á���Ì���i�����Ç���Z �í�í�ì

�W�}���•�µ�u�}�Á���v�]�����ï �í�î�ó 4 16

4 �5�•�:�1�$�1�–�$���–���1�–�(�5�•�:�1�2���&�–

�•�������v�]�����x���•�‰�Œ���Á���Ì���v�]���U�����Ì�Ç���o�]���Ì�������i���•�š���Œ�}�Ì�Á�]���Ì���v�]���u���Œ�•�Á�v���v�]�����o�µ�����v�]���Œ�•�Á�v�}�‘���]�í�î�õ 4 17

�•�������v�]�����x���Œ�•�Á�v���v�]�����‰�]���Œ�Á�•�Ì���P�}���•�š�}�‰�v�]�����Ì���i�����v�����v�]���Á�]�����}�u�� �í�ï�ì 4 17
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�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���^�š���š�Ç�•�š�Ç�l�����x���v���i�Á���Ï�v�]���i�•�Ì�����Á�Ì�}�Œ�Ç���]�������.�v�]���i��/ �ï�ì�ï 10 39

�•�������v�]�����x���‘�Œ�����v�]�������Œ�Ç�š�u���š�Ç���Ì�v���U���u�����]���v���U���}�����Z�Ç�o���v�]�����•�š���v�����Œ���}�Á��/�ï�ì�ð 10 39

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���<�}�u���]�v���š�}�Œ�Ç�l�� �ï�ì�õ 10 40

�•�������v�]�����x���Ì���•�š�}�•�}�Á���v�]�����Œ���P�µ�s�Ç���u�v�}�Ï���v�]�� �ï�ì�õ 10 40

�•�������v�]�����x���Ì���•�š�}�•�}�Á���v�]�����Œ���P�µ�s�Ç�����}�����Á���v�]�� �ï�í�í 10 40

�•�������v�]�����x���‰�}�Ì�}�•�š���s�����Ì�������v�]�����l�}�u���]�v���š�}�Œ�Ç���Ì�v�� �ï�í�î 10 40

�t�•�š�'�‰���š���}�Œ���š�Ç���Ì�v�Ç���x���Z�����Z�µ�v���l���‰�Œ���Á���}�‰�}���}���]���w�•�š�Á��/ �ï�í�ï 10 41

�•�������v�]�����x���Á�Ç�l�}�Œ�Ì�Ç�•�š���v�]�����Á�s���•�v�}�‘���]���‰�Œ���Á���}�‰�}���}���]���w�•�š�Á�� �ï�í�ï 10 41

�•�������v�]�����x���‰�Œ���Á���}�‰�}���}���]���w�•�š�Á�}���l�o���•�Ç���Ì�v�� �ï�í�ð 10 41

�Z�}�Ì�Á�]���Ì���v�]�����Ì�������w���Ì�����Á�•�l���Ì�•�Á�l���u�]���]���•�‰�Œ���Á���Ì���i�����Ç���Z �ï�î�ì

�W�}���•�µ�u�}�Á���v�]�����í�ì �ï�ï�í 10 42

�K���‰�}�Á�]�����Ì�]�����}���‰�}���•�µ�u�}�Á���w���í�r�í�ì �ï�ï�ï
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���Œ�}�P�]���D���š�µ�Œ�Ì�Ç�•�š�}�U���‰�Œ�Ì�����Ì�Ç�š���s���‘���i�µ�Ï���Á�•�š�'�‰�M��
�E�]���M���d�}���Ì���‰�Œ���•�Ì���u�Ç�����}���‰�Œ�Ì�����Ì�Ç�š���v�]���U�����}�Á�]���•�Ì���•�]�'���Ì���v�]���P�}���Á�]���o�����}���š���i���l�•�]���Ï�����U�����}���µ�s���š�Á�]���Ì�Œ�}�Ì�µ�u�]���v�]�����]�v�•�š�Œ�µ�l���i�]�X
�d���l�M���W�}�v�]�Ï���i���Ì�v���i���µ�i�����•�]�'���}���i���‘�v�]���v�]�����‰�}�•�Ì���Ì���P�•�o�v�Ç���Z���}�Ì�v�����Ì���w�U���Ì���l�š�•�Œ�Ç�u�]���•�‰�}�š�l���•�Ì���•�]�'���‰�}�����Ì���•���Œ�}�Ì�Á�]���Ì�Ç�Á���v�]�����Ì�������w�X

�=�D�G�D�Q�L�D �Ì���3�^�R�E�G�^�I�R�M�I���^�E�H�E�����S�O�V�I���P�S�R�I�K�S���X�]�T�Y���P�Y�F���H�S�X�]�G�^�Æ�G�]�G�L���N�I�H�R�I�K�S���^�E�K�E�H�R�M�I�R�M�E��

�^�E�H�E�R�M�I���H�S���E�R�E�P�M�^�]�Ì���>�E�H�E�R�M�E���V�S�^�[�M�Æ�^�E�R�I���O�V�S�O���T�S���O�V�S�O�Y�����[�V�E�^���^���O�S�Q�I�R�X�E�V�^�E�Q�M���S�F�N�E���R�M�E�N�Æ�G�]�Q�M���T�S�W�^�G�^�I�K�´�P�R�I���I�X�E�T�]���V�S�^�[�M�Æ�^�E�R�M�E��

�^�E�H�E�R�M�I���^�I���[�W�O�E�^�´�[�O�E�Q�M�Ì���>�E�H�E�R�M�E���T�S�H�S�F�R�I���H�S���^�E�H�E�����H�S���E�R�E�P�M�^�]�����H�S���W�E�Q�S�H�^�M�I�P�R�I�K�S���V�S�^�[�M�Æ�^�E�R�M�E���[���S�T�E�V�G�M�Y���S���T�S�H�E�R�I���[�W�O�E�^�´�[�O�M��

�^�E�H�E�R�M�I���W�T�V�E�[�H�^�E�N�Æ�G�I�Ì���>�E�H�E�R�M�E���T�S�H�S�F�R�I���H�S���^�E�H�E�����H�S���E�R�E�P�M�^�]���M���^�I���[�W�O�E�^�´�[�O�E�Q�M�����H�S���W�E�Q�S�H�^�M�I�P�R�I�K�S���V�S�^�[�M�Æ�^�E�R�M�E��

�&�.�( �Ì���4�V�S�T�S�^�]�G�N�I���^�E�H�E�����'�I�R�X�V�E�P�R�I�N���/�S�Q�M�W�N�M���)�K�^�E�Q�M�R�E�G�]�N�R�I�N���H�S���Q�E�X�Y�V�]���[�I�H���Y�K���R�S�[�I�N���T�S�H�W�X�E�[�]���T�V�S�K�V�E�Q�S�[�I�N��

�P�D�M���������� �Ì���>�E�H�E�R�M�E���^���Q�E�X�Y�V���^���P�E�X���Y�F�M�I�K���]�G�L��

�5�R�]�Z�L�Ç�]�D�Q�L�D�Ì���6�S�^�[�M�Æ�^�E�R�M�E���^�E�H�E�����^�I���[�W�O�E�^�´�[�O�E�Q�M���M���W�T�V�E�[�H�^�E�N�Æ�G�]�G�L�����^�R�E�N�H�Y�N�Æ�G�I���W�M�Ú���R�E���O�S�P�I�N�R�]�G�L���W�X�V�S�R�E�G�L��

�[�E�V�X�S���[�M�I�H�^�M�I�È�¸�Ì���-�R�J�S�V�Q�E�G�N�I���T�V�^�]�H�E�X�R�I���H�S���P�I�T�W�^�I�K�S���^�V�S�^�Y�Q�M�I�R�M�E���^�E�K�E�H�R�M�I�R�M�E�����E���X�E�O�;�I���V�S�^�[�M�Æ�^�]�[�E�R�M�E���^�E�H�E����

�����v�������Œ�µ�©�}���A��%100 �Ì���(�S�H�E�X�O�S�[�I���M�R�J�S�V�Q�E�G�N�I���T�V�^�]�H�E�X�R�I���H�S���V�S�^�[�M�Æ�^�E�R�M�E���^�E�H�E�R�M�E�����^�R�E�N�H�Y�N�Æ�G�I���W�M�Ú���R�E���^�M�I�P�S�R�]�Q���X�P�I���T�V�^�]���V�S�^�[�M�Æ�^�E�R�M�Y��

�.�E�O���^�H�E�È�¸ 01 �Ì���4�S�V�E�H�]���Y���E�X�[�M�E�N�Æ�G�I���S�V�K�E�R�M�^�E�G�N�Ú���R�E�Y�O�M���S�V�E�^���W�E�Q���T�V�S�G�I�W���Y�G�^�I�R�M�E���W�M�Ú��

Podsumowanie

�Ì���4�S�H�W�Y�Q�S�[�Y�N�Æ�G�I���^�E�H�E�R�M�E���X�I�W�X�S�[�I���S�V�E�^���^�E�H�E�R�M�E���S�X�[�E�V�X�I���S�F�I�N�Q�Y�N�Æ�G�I���^�E�K�E�H�R�M�I�R�M�E���^���H�^�M�E���Y�����T�S���O�X�´�V�]�Q���W�M�Ú��
�^�R�E�N�H�Y�N�Æ���S�V�E�^���H�^�M�E���´�[���T�S�T�V�^�I�H�R�M�G�L�����2�T�����4�S�H�W�Y�Q�S�[�E�R�M�I�������^�E�[�M�I�V�E���^�E�H�E�R�M�E���^���X�V�]�K�S�R�S�Q�I�X�V�M�M���S�V�E�^���^�E�K�E�H�R�M�I-
�R�M�E���^���T�S�T�V�^�I�H�R�M�G�L���T�M�Ú�G�M�Y���H�^�M�E���´�[�����/�E�;�H�I���T�S�H�W�Y�Q�S�[�E�R�M�I���Q�E���W�[�´�N���M�R�H�]�[�M�H�Y�E�P�R�]���O�S�H���5�6���T�V�^�I�O�M�I�V�S�[�Y�N�Æ�G�]��
�H�S���[�I�V�W�N�M���S�R���P�M�R�I��

�/���i���•�Ì���Ì�����i�����v�}�Y��
�W�}�v�]�Ï���i���Ì�v���i���µ�i�����•�]�'���l�}�����Ì���‰���Á�v�]���i�����Ç�����}�•�š�'�‰�����}���W���<�/���d�h���K�E�r�>�/�E�����Á���^�d�Z���&�/�����D���d�h�Z�•�z�^�d�z�X���t���i���Í�����}����
�^�d�Z���&�z���D���d�h�Z�•�z�^�d�z���~�‰�}�‰�Œ�Ì���Ì���l�}�����Y�Z���o�µ�����Á�‰�]�•�µ�i�����������Œ���•���Á�Á�Á�•���]���l�}�Œ�Ì�Ç�•�š���i���Ì�����}�����š�l�}�Á�Ç���Z���‰�}�u�}���Ç���}�v�r�o�]�v���X

KOD
���K�^�d�%�W�h

�M�D�N�]�G�D�F�P�D�W�X�U�H�]�P�D�W�H�P�D�W�\�N�L���S�O���V�W�U�H�I�D�B�P�D�W�X�U�]�\�V�W�\

�<�9�*�����6�.�$����
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�'�]�L�D������

�:�\�N�D�]�\�Z�D�Q�L�H���S�R�G�]�L�H�O�Q�R���F�L

�3�2�'�=�–�(�/�1�2���È�������:�3�5�2�:�$�'�=�(�1�–�(

�:���‘�o�]�����Z�����u�Ç���Á�Ç�l���Ì�����U���Ï�����Á�Ç�Œ���Ï���v�]�����i���•�š���‰�}���Ì�]���o�v�����‰�Œ�Ì���Ì���ó�U���š�}���v���o���Ï�Ç���š�}���Á�Ç�Œ���Ï���v�]�����‰�Œ�Ì�����•�š���Á�]�����i���l�}���]�o�}���Ì�Ç�v���o�]���Ì���Ç���ó����
�]���o�]���Ì���Ç�������s�l�}�Á�]�š���i�X

14 2 7$= �o�]���Ì�������i���•�š���‰�}���Ì�]���o�v�����‰�Œ�Ì���Ì���ó��

70 10 7$= �o�]���Ì�������i���•�š���‰�}���Ì�]���o�v�����‰�Œ�Ì���Ì���ó

1638 234 7$= �o�]���Ì�������i���•�š���‰�}���Ì�]���o�v�����‰�Œ�Ì���Ì���ó

�•���µ�Á���Ï�u�Ç�U���Ï�����l���Ï�������o�]���Ì���'���‰�}���Ì�]���o�v�����‰�Œ�Ì���Ì���ó���u�}�Ï���u�Ç��
�Œ�}�Ì�s�}�Ï�Ç�����v�����]�o�}���Ì�Ç�v���o�]���Ì���Ç���ó���]���}�l�Œ���‘�o�}�v���i���o�]���Ì���Ç�������s�l�}�Á�]�š���i�U��
�l�š�•�Œ���i���Á���Œ�š�}�‘�����v�]�����i���•�š�����o�����v���•���]�•�š�}�š�v���X���t�����}�Á�}�������Z��
�Á�Ç�Œ���Ï���v�]���U���l�š�•�Œ�����i���•�š���o�]���Ì�����������s�l�}�Á�]�š���U���Ì���•�š�'�‰�µ�i���u�Ç��
���}�Á�}�o�v�����o�]�š���Œ���U���v�‰�X�W

k7 $ , �P���Ì�]�� k Cd

�•���‰�]�•���š���v���}�Ì�v�����Ì���U���Ï�����Á�Ç�Œ���Ï���v�]����k7 ���i���•�š���Á�]���o�}�l�Œ�}�š�v�}�‘���]�����o�]���Ì���Ç��7���]���o�]���Ì���Ç�������s�l�}�Á�]�š���i��k�U�����Ì�Ç�o�]���i���•�š���o�]���Ì�������‰�}���Ì�]���o�v�����‰�Œ�Ì���Ì���ó�X

�=�D�G�D�Q�L�D���x���G�R�Z�R�G�\���G�R�W�\�F�]�Ç�F�H���S�R�G�]�L�H�O�Q�R���F�L���O�L�F�]�E

�=�$�'�$�1�–�(�K�����L zadanie do analizy �����S�N�W

�t�Ç�l���Ï�U���Ï�����•�µ�u�����š�Œ�Ì�����Z���l�}�o���i�v�Ç���Z���o�]���Ì���������s�l�}�Á�]�š�Ç���Z���i���•�š���‰�}���Ì�]���o�v�����‰�Œ�Ì���Ì���ï�X��

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

�í�£���K�Ì�v�����Ì���u�Ç���l�}�o���i�v�����o�]���Ì���Ç�X���<���Ï�������o�]���Ì�������i���•�š���Á�]�'�l�•�Ì�����}����
�‰�}�‰�Œ�Ì�����v�]���i���}���í�X

n���F���‰�]���Œ�Á�•�Ì�����o�]���Ì�����������s�l�}�Á�]�š��
n 1+ ���F�����Œ�µ�P�����o�]���Ì�����������s�l�}�Á�]�š��
n 2+ ���F���š�Œ�Ì�����]�����o�]���Ì�����������s�l�}�Á�]�š��

�î�£���•���‰�]�•�µ�i���u�Ç���•�µ�u�'���o�]���Ì�����]���Œ�����µ�l�µ�i���u�Ç�Xn n n n1 2 3 3+ + + + = + =

�ï�£���t�Ç�s�����Ì���u�Ç���o�]���Ì���'���ï���‰�Œ�Ì�������v���Á�]���•�X n3 1= + =^ h

�ð�£���>�]���Ì�������Á���v���Á�]���•�]�����i���•�š���o�]���Ì�����������s�l�}�Á�]�š���U���Á�]�'����
�Ì���•�š�'�‰�µ�i���u�Ç���v���Á�]���•���o�]�š���Œ����k���Ì���Ì���‰�]�•���u���]�v�(�}�Œ�u�µ�i�����Ç�u��
�}���š�Ç�u�U�����}���i���l�]���P�}���Ì���]�}�Œ�µ���o�]���Ì�������š�����v���o���Ï�Ç�X

n k3 1 3
k C

= + =
!

^ h
\

�ñ�£���^�µ�u�'���š�Œ�Ì�����Z���l�}�o���i�v�Ç���Z���o�]���Ì�����‰�Œ�Ì�����•�š���Á�]�o�]�‘�u�Ç���i���l�}���]�o�}���Ì�Ç�v���o�]���Ì���Ç���ï���]���o�]���Ì���Ç�������s�l�}�Á�]�š���i�U���Á�]�'�����•�µ�u�����š�����i���•�š���‰�}���Ì�]���o�v����
�‰�Œ�Ì���Ì���ï�X

�=�$�'�$�1�–�(�K�����L zadanie ze wskazówkami �����S�N�W

�t�Ç�l���Ï�U���Ï�����•�µ�u�����l�Á�����Œ���š�•�Á���‰�]�'���]�µ���l�}�o���i�v�Ç���Z���o�]���Ì���������s�l�}�Á�]�š�Ç���Z���i���•�š���‰�}���Ì�]���o�v�����‰�Œ�Ì���Ì���ñ�X

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

�í�£���K�Ì�v�����Ì���u�Ç���‰�]�'�����l�}�o���i�v�Ç���Z���o�]���Ì���������s�l�}�Á�]�š�Ç���Z�X

�î�£���•���‰�]�•�µ�i���u�Ç���•�µ�u�'���l�Á�����Œ���š�•�Á���š�Ç���Z���o�]���Ì���X

�ï�£���<�}�Œ�Ì�Ç�•�š���u�Ç���Ì�����Á�Ì�}�Œ�µ���•�l�Œ�•���}�v���P�}���u�v�}�Ï���v�]���W��
a b a ab b22 2 2+ = + +^ h .

�ð�£���Z�����µ�l�µ�i���u�Ç���Á�Ç�Œ���Ì�Ç���‰�}���}���v���X
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Funkcje3
�3�R�G�V�W�D�Z�R�Z�H���Z�L�D�G�R�P�R���F�L���R���I�X�Q�N�F�M�D�F�K

DEFINICJA �3�5�=�<�.���$�'

FUNKCJA Funkcja ze zbioru X w zbiór Y 
�š�}���‰�Œ�Ì�Ç�‰�}�Œ�Ì�����l�}�Á���v�]�����l���Ï�����u�µ�����o���u���v�š�}�Á�]�� 
ze zbioru X (���Ì�]�����Ì�]�v�Ç�•�����}�l�s�����v�]�����i�����v���P�}��
���o���u���v�š�µ���Ì���]�}�Œ�µ��Y (�‰�Œ�Ì�����]�Á���Ì�]�����Ì�]�v�Ç���(�µ�v�l���i�]).

ARGUMENT
FUNKCJI

���o���u���v�š�Ç�����Ì�]�����Ì�]�v�Ç���v���Ì�Ç�Á���u�Ç�����Œ�P�µ�u���v�š���u�].

�:�$�5�7�2���È 
FUNKCJI

���o���u���v�š�Ç���Ì���]�}�Œ�µ��Y�U���l�š�•�Œ�����Ì�}�•�š���s�Ç��
�‰�Œ�Ì�Ç�‰�}�Œ�Ì�����l�}�Á���v�������Œ�P�µ�u���v�š�}�u�U���v���Ì�Ç�Á���u�Ç��
�Á���Œ�š�}�‘���]���u�]���(�µ�v�l���i�]�X���d�Á�}�Œ�Ì�����}�v�����Ì���]�•�Œ���Á���Œ�š�}�‘���]��
�(�µ�v�l���i�].

�����Ç���}�l�Œ���‘�o�]�����(�µ�v�l���i�'�U���v���o���Ï�Ç���‰�}���������Ì���]�•�Œ��X i Y 
�}�Œ���Ì���Œ���P�µ�s�'�U���Á�����s�µ�P���l�š�•�Œ���i�����Œ�P�µ�u���v�š�}�u���Ì�����Ì���]�}�r
ru X���‰�Œ�Ì�Ç�‰�}�Œ�Ì�����l�}�Á�µ�i���u�Ç���Á���Œ�š�}�‘���]���(�µ�v�l���i�]�X��

�&�µ�v�l���i�����Ì���Ì�Á�Ç���Ì���i���}�Ì�v�����Ì���u�Ç���u���s�Ç�u�]���o�]�š���Œ���u�]�U��
np.: , ,f g h.

�2�J�µ�O�Q�H���Z���D�V�Q�R���F�L���I�X�Q�N�F�M�L

ZAPIS SYMBOLICZNY FUNKCJI: DZIEDZINA FUNKCJI TO:

OPIS y f x= ^ h zbiór X

�3�5�=�<�.���$�'

y x2 3= + ���o�µ����f x x2 3= +^ h

Y

X

;x 2 5d - h

Z�%�–�•�5���:�$�5�7�2���&�–���)�8�1�.�&�-�–���7�2: MIEJSCE ZEROWE FUNKCJI TO:

OPIS zbiór Y x0���š�}���Á�•�‰�•�s�Œ�Ì�'���v����x���‰�µ�v�l�š�µ�U���Á���l�š�•�Œ�Ç�u���Á�Ç�l�Œ���•��
�‰�Œ�Ì�����]�v�����}�‘��OX.

�3�5�=�<�.���$�' Y

X

;y 2 4d -

Y

X

x 10 = -  

i 4x0 =

:f X Y

argumenty przeciwdziedzina 
funkcjidziedzina funkcji

�Ì���]�•�Œ���Á���Œ�š�}�‘���]��
funkcji
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�0�2�1�2�7�2�1�–�&�=�1�2���È���)�8�1�.�&�-�–��

DEFINICJA
�t���‰���Á�v�Ç�u���‰�Œ�Ì�����Ì�]���o����
�Ì���Á���Œ�š�Ç�u���Á�����Ì�]�����Ì�]�v�]���� 
�(�µ�v�l���i�����i���•�š�W

�Œ�}�•�v������ �P���Ç���Á�Œ���Ì��
�Ì�����Á�Ì�Œ�}�•�š���u
���Œ�P�µ�u���v�š�•�Á��
x x1 21^ h

�Œ�}�•�v�����Á���Œ�š�}�‘���]��f x f x1 21^ ^^ h hh.

�u���o���i������ �u���o���i�����Á���Œ�š�}�‘���]��f x f x1 22^ ^^ h hh.

�•�š���s�� �Á���Œ�š�}�‘���]���•�����•�š���s����f x f x1 2=^ ^^ h hh.

�3�5�=�<�.���$�'
Y

X

�(�µ�v�l���i�����u���o���i������

 ;f x x 2 2
14, d - -^ h

�(�µ�v�l���i�����•�š���s��

;f x x 2
1 3, d -"^ h

�(�µ�v�l���i�����Œ�}�•�v������
;f x x 3 53, d^ h h

RODZAJE FUNKCJI:

�v�‰�X���(�µ�v�l���i�����o�]�v�]�}�Á���U���l�Á�����Œ���š�}�Á���U���Á�]���o�}�u�]���v�}�Á���U���Á�Ç�u�]���Œ�v���U���š�Œ�Ç�P�}�v�}�u���š�Œ�Ç���Ì�v���U���o�}�P���Œ�Ç�š�u�]���Ì�v���U���Á�Ç�l�s�����v�]���Ì���U���‰�}�š�'�P�}�Á���X

�3�U�]�H�N�V�]�W�D���F�H�Q�L�D���U�µ�Z�Q�R�O�H�J���H���Z�\�N�U�H�V�X���I�X�Q�N�F�M�L��

�3�5�=�<�.���$�'���� �3�5�=�<�.���$�'����

�3�5�=�(�6�8�1�–�Ú�&�–�(��
�5�•�:�1�2�/�(�*���(��
�:�=�'���8�=��
OSI OX���E
y f x p= -^ h

3

Wykres 
�(�µ�v�l���i�]���v���o���Ï�Ç��
�‰�Œ�Ì���•�µ�v������
�Œ�•�Á�v�}�o���P�o����
�Á�Ì���s�µ�Ï���}�•�]��OX.

�t�Ç�l�Œ���•���Ì�}�•�š���s���‰�Œ�Ì���•�µ�v�]�'�š�Ç���}���ð���i�����v�}�•�š�l�]���Á���‰�Œ���Á�}�X �t�Ç�l�Œ���•���Ì�}�•�š���s���‰�Œ�Ì���•�µ�v�]�'�š�Ç���}���ï���i�����v�}�•�š�l�]���Á���o���Á�}�X

p �ð= p �ï= -

�W�Œ�Ì�Ç���‰�Œ�Ì���•�µ�v�]�'���]�µ���Á�Ç�l�Œ���•�µ���(�µ�v�l���i�]���Á���‰�}�Ì�]�}�u�]�����v���o���Ï�Ç���Ì�Á�Œ�•���]�����µ�Á���P�'���v�����Ì�u�]���v�'���Ì�v���l�µ���‰�Œ�Ì�Ç���o�]���Ì���]����p.

�3�5�=�<�.���$�'���� �3�5�=�<�.���$�'����

�3�5�=�(�6�8�1�–�Ú�&�–�(��
�5�•�:�1�2�/�(�*���(��
�:�=�'���8�=��
OSI OY:�E
y f x q= +^ h

Wykres 
�(�µ�v�l���i�]���v���o���Ï�Ç��
�‰�Œ�Ì���•�µ�v������
�Œ�•�Á�v�}�o���P�o����
�Á�Ì���s�µ�Ï���}�•�]��OY.

�t�Ç�l�Œ���•���Ì�}�•�š���s���‰�Œ�Ì���•�µ�v�]�'�š�Ç���}���î���i�����v�}�•�š�l�]���Á���P�•�Œ�'�X �t�Ç�l�Œ���•���Ì�}�•�š���s���‰�Œ�Ì���•�µ�v�]�'�š�Ç���}���î���i�����v�}�•�š�l�]���Á�����•�s�X

q 2= q 2= -

�:���‘�o�]��q 02 �U���š�}���‰�Œ�Ì���•�µ�Á���u�Ç���Á���P�•�Œ�'�X �:���‘�o�]��q 01 �U���š�}���‰�Œ�Ì���•�µ�Á���u�Ç���Á�����•�s�X



�ô�ï

�)�X�Q�N�F�M�H

�3�U�]�H�N�V�]�W�D���F�H�Q�L�D���Z�\�N�U�H�V�X���I�X�Q�N�F�M�L���Z���V�\�P�H�W�U�L�L���Z�]�J�O�Û�G�H�P
�R�V�L���X�N���D�G�X���Z�V�S�µ���U�]�Û�G�Q�\�F�K

�3�5�=�<�.���$�' �3�5�=�<�.���$�'

SYMETRIA  
OSIOWA 
�:�=�*�/�Ú�'�(�0�� 
OSI OX���E
y f x= - ^ h

SYMETRIA  
OSIOWA 
�:�=�*�/�Ú�'�(�0�� 
OSI OY:�E
y f x= -̂ h

�t�Ç�l�Œ���•���v���o���Ï�Ç��
�}�����]�����•�Ç�u���š�Œ�Ç���Ì�v�]����
�Á�Ì�P�o�'�����u���}�•�]��OX.

�t�Ç�l�Œ���•���v���o���Ï�Ç��
�}�����]�����•�Ç�u���š�Œ�Ç���Ì�v�]����
�Á�Ì�P�o�'�����u���}�•�]��OY.

�:�\�N�U�H�V���L���Z���D�V�Q�R���F�L���I�X�Q�N�F�M�L���O�L�Q�L�R�Z�H�M

Y

X�Á�•�‰�•�s���Ì�Ç�v�v�]�l���l�]���Œ�µ�v�l�}�Á�Ç

�u�]���i�•�������‰�Œ�Ì�����]�'���]�����}�•�]���K�z

�l���š���v�����Z�Ç�o���v�]�����‰�Œ�}�•�š���i�����}���}�•�]���K�y

�u�]���i�•�������Ì���Œ�}�Á��

�‰�}�•�š�������l�]���Œ�µ�v�l�}�Á��

�1�$�-�:�$�=�1�–�(�-�6�=�(���3�2�6�7�$�&�–��
FUNKCJI LINIOWEJ

�‰�}�•�š������kierunkowa y ax b= +

�‰�}�•�š������ogólna
Ax By C 0+ + = �U���Á�•�‰�•�s���Ì�Ç�v�v�]�l�]��A i B nie 
�•�����i�����v�}���Ì���‘�v�]�����Ì���Œ���u�]

�:���$�6�1�2���È���:�6�3�•���&�=�<�1�1�–�.�$�� 
KIERUNKOWEGO a tga a= �U���P���Ì�]�����l���š��a ���}�Ì�v�����Ì�����l���š���u�]�'���Ì�Ç���Á�Ç�l�Œ���•���u���(�µ�v�l���i�]�������}�•�]����OX

MO�1�2�7�2�1�–�&�=�1�2���È���)�8�1�.�&�-�–��
LINIOWEJ

�Ì���o���Ï�Ç���}�����Á�•�‰�•�s���Ì�Ç�v�v�]�l���� 
�l�]���Œ�µ�v�l�}�Á���P�}��a 

a 0> �(�µ�v�l���i�����i���•�š���Œ�}�•�v����������������

a 0= �(�µ�v�l���i�����i���•�š���•�š���s��������������

a 0< �(�µ�v�l���i�����i���•�š���u���o���i������

�3�8�1�.�7�<���3�5�=�(�&�–�Ú�&�–�$���:�<�.�5�(�6�8��
FUNKCJI LINIOWEJ Z OSIAMI 
�8�.���$�'�8���:�6�3�•���5�=�Ú�'�1�<�&�+

�Á�•�‰�•�s���Ì�Ç�v�v�]�l��b �u�]���i�•�������‰�Œ�Ì�����]�'���]�����}�•�]��OY w punkcie ; b0^ h

�u�]���i�•�������Ì���Œ�}�Á��

�{�����}�l�s�����v�]�����i�����v�}���u�]���i�•�������Ì���Œ�}�Á���U���P���Ç��

a 0! ���~�i���P�}���‰�}�•�š�����W��x a
b

0 = - )
�{���v�]���•�l�}�w���Ì���v�]�����Á�]���o�����u�]���i�•�����Ì���Œ�}�Á�Ç���Z�U��

�P���Ç��a b 0= =
�{�����Œ���l���u�]���i�•�����Ì���Œ�}�Á�Ç���Z�U���P���Ç��a 0=  

i b 0!

patrz 
rysunek
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�����Ç���v���Œ�Ç�•�}�Á�������Á�Ç�l�Œ���•���(�µ�v�l���i�]���o�]�v�]�}�Á���i�U���Á�Ç�•�š���Œ���Ì�Ç���Ì�v���o���Í�������Á�����Œ�•�Ï�v�����‰�µ�v�l�š�Ç��
�v���o���Ï�����������}���Á�Ç�l�Œ���•�µ���]���‰�Œ�Ì���‰�Œ�}�Á�����Ì�]�����‰�Œ�Ì���Ì���v�]�����‰�Œ�}�•�š���X���t���•�Ì���Ì���P�•�o�v�}�‘���]���u�}�Ï�v����
�Ì�v���o���Í�����‰�Œ�Ì�����]�'���]�����Ì���}�•�]���u�]���µ�l�s�����µ���Á�•�‰�•�s�Œ�Ì�'���v�Ç���Z�W���Ì���}�•�]����OX �~�u�]���i�•�������Ì���Œ�}�Á���•��
�}�Œ���Ì���Ì���}�•�]����OY.

PROSTE���3�5�2�6�7�2�3�$�'���(��
�–���5�•�:�1�2�/�(�*���(

�:���Ï���o�]���u���u�Ç�����Á�]�����‰�Œ�}�•�š����
k i l ���}���Á�Ì�}�Œ�����Z���}���‰�}�Á�]�����r
nio  :k y a x b1 1= +  oraz
:l y a x b2 2= + , to:

Prosta k jest �Œ�•�Á�v�}�o���P�s�������}��l
k l^ h�U���i���‘�o�] a a1 2= , ���Ì�Ç�o�]���}������

�Á�•�‰�•�s���Ì�Ç�v�v�]�l�]���l�]���Œ�µ�v�l�}�Á�����•�����š���l�]����
�•���u���X

np.: y x2 3= +  oraz y x2 7= -  
�•�����Œ�•�Á�v�}�o���P�s��

Prosta k jest prostopad�s�������}��l
k l=^ h�U���i���‘�o�]��a a

1
2 1

= - , a 01 ! , 

���Ì�Ç�o�]���i�������v���Á�•�‰�•�s���Ì�Ç�v�v�]�l���i���•�š��
�}���Á�Œ�}�š�v�}�‘���]�������Œ�µ�P�]���P�}���Ì���‰�Œ�Ì�����]�Á�r
�v�Ç�u���Ì�v���l�]���u�X

�:���‘�o�]���(�µ�v�l���i�����o�]�v�]�}�Á�����i���•�š���•�š���s�������~�š�Ì�v�X��
y b= �•�U���š�}���‰�Œ�}�•�š�����‰�Œ�}�•�š�}�‰�����s�����v�]����
�i���•�š���i�µ�Ï���(�µ�v�l���i�����o�]�v�]�}�Á���U���o�����Ì���‰�Œ�}�•�š����
o równaniu x c= .

np.:  y x�ï �ï= -  oraz y x3
1 4= - + ���•����

�‰�Œ�}�•�š�}�‰�����s���U���‰�}�v�]���Á���Ï���}���Á�Œ�}�š�v�}�‘���]�����ï�� 

�Ì���‰�Œ�Ì�����]�Á�v�Ç�u���Ì�v���l�]���u���i���•�š��3
1-  

�:�\�N�U�H�V���L���Z���D�V�Q�R���F�L���I�X�Q�N�F�M�L���N�Z�D�G�U�D�W�R�Z�H�M

TRZY POSTACI FUNKCJI  
KWADRATOWEJ

�‰�}�•�š���� ogólna f x ax bx c2= + +^ h , a 0!

�‰�}�•�š������kanoniczna f x a x p q2= - +^ ^h h �U���P���Ì�]����a 0!  i ,p q^ h 
�š�}���Á�•�‰�•�s�Œ�Ì�'���v�����Á�]���Œ�Ì���Z�}�s�l�����‰���Œ�����}�o�]

�‰�}�•�š������iloczynowa f x a x x x x1 2= - -^ ^ ^h h h�U���P���Ì�]����a 0!  i ,x x1 2 
�•�����u�]���i�•�����u�]���Ì���Œ�}�Á�Ç�u�]���~�‰�]���Œ�Á�]���•�š�l���u�]�•���(�µ�v�l���i�]

MIEJSCA ZEROWE FUNKCJI  
KWADRATOWEJ

�>�]���Ì�������Œ�}�Ì�Á�]���Ì���w���~�‰�]���Œ�Á�]���•�š�l�•�Á�•�U�� 
�]�v�����Ì���i�W���u�]���i�•�����Ì���Œ�}�Á�Ç���Z�U���Ì���o���Ï�Ç��
�}���������o�š�Ç�X���:���Ï���o�]�W

0T 2 parabola���u�������Á�����Œ�•�Ï�v�����u�]���i�•�������Ì���Œ�}�Á��

0T = parabola���u�����i�����v�}���u�]���i�•�������Ì���Œ�}�Á����
�~�‰�}���Á�•�i�v�Ç���‰�]���Œ�Á�]���•�š���l�•

0T 1 parabola���v�]�����u�����u�]���i�•�����Ì���Œ�}�Á�Ç���Z

WYKRES FUNKCJI KWADRATOWEJ Y

X�Á�Ì�}�Œ�Ç���v���������o�š�'���]���u�]���i�•�������Ì���Œ�}�Á��

wzory na 
�Á�•�‰�•�s�Œ�Ì�'���v��
�Á�]���Œ�Ì���Z�}�s�l����
�‰���Œ�����}�o�]

�u�]���i�•������
�‰�Œ�Ì�����]�'���]����
�}�•�]���K�z

�t�•�‰�•�s���Ì�Ç�v�v�]�l�U���}�����l�š�•�Œ���P�}���Ì���o���Ï�Ç���š�}�U
�i���l���•�l�]���Œ�}�Á���v�����•�����Œ���u�]�}�v�����‰���Œ�����}�o�]�X

�:���‘�o�]���������������������U���š�}���Œ���u�]�}�v�����•�l�]���Œ�}�Á���v�����•�������}���P�•�Œ�Ç�X
�:���‘�o�]�����������������������U���š�}���Œ���u�]�}�v�����•�l�]���Œ�}�Á���v�����•�������}�����}�s�µ�X��

a

a

0

0

2

1

�t�Ç�l�Œ���•���u���(�µ�v�l���i�]���l�Á�����Œ���š�}�Á���i���i���•�š���‰���Œ�����}�o���X 
�&�µ�v�l���i�����u�����}�‘���•�Ç�u���š�Œ�]�]���Á���‰�µ�v�l���]����x p= .

�t�������o�µ���v���Œ�Ç�•�}�Á���v�]�����‰���Œ�����}�o�]���‰�}�š�Œ�Ì�����µ�i���u�Ç��
�v���•�š�'�‰�µ�i�����Ç���Z���‰�µ�v�l�š�•�Á���~�‰���š�Œ�Ì���Œ�Ç�•�µ�v���l���}���}�l�•�W�� 
�u�]���i�•�������Ì���Œ�}�Á�����~�‰�}�����Á���Œ�µ�v�l�]���u�U���Ï�����]�•�š�v�]���i���•�U��
�Á�]���Œ�Ì���Z�}�s���l���‰���Œ�����}�o�]���}�Œ���Ì���Á�•�‰�•�s�Œ�Ì�'���v�����‰�Œ�Ì�����]�'���]�����}�•�]�X
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�)�X�Q�N�F�M�H

�:�\�N�U�H�V���L���Z���D�V�Q�R���F�L���I�X�Q�N�F�M�L���Z�\�N���D�G�Q�L�F�]�H�M

DEFINICJA

�&�µ�v�l���i�����Á�Ç�l�s�����v�]���Ì�����v���Ì�Ç�Á���u�Ç���(�µ�v�l���i�'���‰�}�•�š�����]�W��f x ax=^ h �U���P���Ì�]����a 02  oraz a 1! .

WYKRES

PARAMETR a , ;y a a 0 1x d= ^ h , ;y a a 1x d 3= ^ h

�'�=�–�(�'�=�–�1�$�����=�%�–�•�5���:�$�5�7�2���&�– D R= ,   ;ZW 0 3= ^ h

�0�2�1�2�7�2�1�–�&�=�1�2���È �&�µ�v�l���i�����i���•�š���u���o���i�������X �&�µ�v�l���i�����i���•�š���Œ�}�•�v�������X

�3�5�=�(�&�–�Ú�&�–�(���=���2�6�–�Æ��OY
�<���Ï�������l�Œ�Ì�Ç�Á�����Á�Ç�l�s�����v�]���Ì�����‰�Œ�Ì�����]�v�����}�‘��OY w punkcie ;0 1^ h�U���‰�}�v�]���Á���Ï��

f a0 10= =^ h �����o����a 0> .

MIEJSCA ZEROWE Brak

�:�\�N�U�H�V���L���Z���D�V�Q�R���F�L���I�X�Q�N�F�M�L��f x x
a=_ i

DEFINICJA

�&�µ�v�l���i���������v�����Á�Ì�}�Œ���u��f x x
a=^ h �U���P���Ì�]����a���i���•�š���‰���Œ���u���š�Œ���u���]��a 0! �U���i���•�š���‰�Œ�Ì�Ç�l�s�������u���(�µ�v�l���i�]���Á�Ç�u�]���Œ�v���i.

WYKRES

PARAMETR a a 0< a 0>

�3�2���2�=�(�1�–�(���:�<�.�5�(�6�8 �t�����Œ�µ�P�]���i���]�����Ì�Á���Œ�š���i�����Á�]���Œ�š���� �t���‰�]���Œ�Á�•�Ì���i���]���š�Œ�Ì�����]���i�����Á�]���Œ�š����

DZIEDZINA, ZBIÓR 
�:�$�5�7�2���&�–

D 0R == " , ,   ZW 0R == " ,

�3�5�=�(�'�=�–�$���<��
�0�2�1�2�7�2�1�–�&�=�1�2���&�–

�Z�}�•�v���������Á���‰�Œ�Ì�����Ì�]���s�����Z�W
; , ;0 03 3-̂ ^h h

�D���o���i���������Á���‰�Œ�Ì�����Ì�]���s�����Z�W
; , ;0 03 3-̂ ^h h

ZNAK FUNKCJI ���}�����š�v�]�������o����x 0< �U���h�i���u�v�������o����x 0> ���}�����š�v�]�������o����x 0> �U���h�i���u�v�������o����x 0<

�3�5�=�(�&�–�Ú�&�–�(���=���2�6�–�Æ��OY Brak

MIEJSCA ZEROWE Brak
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�'�]�L�D������

�=�D�G�D�Q�L�D���x���I�X�Q�N�F�M�H���R�N�U�H���O�R�Q�H���]�D���S�R�P�R�F�Ç���R�S�L�V�X���V���R�Z�Q�H�J�R

�=�$�'�$�1�–�(�K�������L zadanie do analizy �����S�N�W

�����v�����i���•�š���(�µ�v�l���i����f �U���Á���l�š�•�Œ���i���l���Ï�����i���o�]���Ì���]�����v���š�µ�Œ���o�v���i��n �ï> ���‰�Œ�Ì�Ç�‰�}�Œ�Ì�����l�}�Á���v�Ç���i���•�š���]�o�}���Ì�Ç�v���o�]���Ì�����‰�]���Œ�Á�•�Ì�Ç���Z���u�v�]���i�•�Ì�Ç���Z��
�}�����š���i���o�]���Ì���Ç�X���W�Œ���Á���Ì�]�Á�����Ì���o���Ï�v�}�‘�����š�}�W

���X1��f 4 5=^ h ���X1��f f6 7=^ ^h h ���X1��f 8 105=^ h ���X1��f f10 12=^ ^h h

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

1° Liczby pierwsze to , , , ,2 3 5 7 11f ���~�Ì�}�������Ì�������.�v�]���i�'���•�X���í�î�•�X

�î�£���K���o�]���Ì���u�Ç���Á���Œ�š�}�‘���]�����o�����‰�}�•�Ì���Ì���P�•�o�v�Ç���Z�����Œ�P�µ�u���v�š�•�Á�X

�î�X�í�£���K���‰�}�Á�]�����Í�����X f 4 2 3 6$= =^ h �U���Á�]�'�����}���Œ�Ì�µ�����u�Ç���}���‰�X����

�î�X�î�£���K���‰�}�Á�]�����Í�����X f 6 2 3 5 30$ $= =^ h

f 7 2 3 5 30$ $= =^ h

f f6 7=^ ^h h�U���Á�]�'�����}���‰�X�������i���•�š���‰�}�‰�Œ���Á�v��

�3�2�3�5�$�:�1�$���2�'�3�2�:�–�(�'�;���IB

�=�$�'�$�1�–�(�K�������L zadanie ze wskazówkami �����S�N�W CKE

Funkcja f �� �‰�Œ�Ì�Ç�‰�}�Œ�Ì�����l�}�Á�µ�i���� �l���Ï�����i�� �o�]���Ì���]���� �v���š�µ�Œ���o�v���i�� �Á�]�'�l�•�Ì���i�� �}���� �í�� �i���i�� �v���i�Á�]�'�l�•�Ì�Ç�� ���Ì�]���o�v�]�l�� ���'�������Ç�� �o�]���Ì������ �‰�]���Œ�Á�•�Ì���X��
�^�‰�}�‘�Œ�•�����o�]���Ì���W��, , ,f f f f42 44 45 48^ ^ ^ ^h h h h���v���i�Á�]�'�l�•�Ì�����š�}�W

���X1��f 42^ h ���X1��f �ð�ð^ h ���X1��f 45^ h ���X1��f 48^ h

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

�í�£���t�Ç�‰�]�•�µ�i���u�Ç�����Ì�]���o�v�]�l�]���‰�}�•�Ì���Ì���P�•�o�v�Ç���Z���o�]���Ì���X

�î�£���t�Ç���]���Œ���u�Ç���v���i�Á�]�'�l�•�Ì�����Ì���}���o�]���Ì�}�v�Ç���Z���Á���Œ�š�}�‘���]�X

�3�2�3�5�$�:�1�$���2�'�3�2�:�–�(�'�;���I 

�=�$�'�$�1�–�(�K�������L �^�E�H�E�R�M�I���W�T�V�E�[�H�^�E�N�Æ�G�I�����S�N�W CKE

Funkcja f �U���}�l�Œ���‘�o�}�v�������o�����Á�•�Ì�Ç�•�š�l�]���Z���o�]���Ì���������s�l�}�Á�]�š�Ç���Z�����}�����š�v�]���Z�U���‰�Œ�Ì�Ç�‰�}�Œ�Ì�����l�}�Á�µ�i�����o�]���Ì���]����x���}�•�š���š�v�]�������Ç�(�Œ�'���i���i���l�Á�����Œ���š�µ�X��
�•���]�•�Œ���Á���Œ�š�}�‘���]���(�µ�v�l���i�]��f ���Ì���Á�]���Œ�������}�l�s�����v�]���W

���X1���ñ�����o���u���v�š�•�Á�U ���X1���ò�����o���u���v�š�•�Á�U ���X1���õ�����o���u���v�š�•�Á�U ���X1���í�ì�����o���u���v�š�•�Á�X

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

�3�2�3�5�$�:�1�$���2�'�3�2�:�–�(�'�;���I 
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�&�L�Ç�J�L���O�L�F�]�E�R�Z�H

�=�D�G�D�Q�L�D���x���Z�\�]�Q�D�F�]�D�Q�L�H���Z�\�U�D�]�µ�Z���F�L�Ç�J�X���D�U�\�W�P�H�W�\�F�]�Q�H�J�R

�=�$�'�$�1�–�(�K�������L�� zadanie do analizy �����S�N�W

�t�����]���P�µ�����Œ�Ç�š�u���š�Ç���Ì�v�Ç�u��an^ h���u���u�Ç�W��a 52 = ���]��a 207 = �X���t�š�����Ç���Á�Ç�Œ���Ì��a5���i���•�š���Œ�•�Á�v�Ç�W

���X1��3 ���X1��14 ���X1��17 ���X1��15

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

�í�£���t�����]���P�µ�����Œ�Ç�š�u���š�Ç���Ì�v�Ç�u���l���Ï���Ç���Á�Ç�Œ���Ì���Œ�•�Ï�v�]���•�]�'���}�����v���•�š�'�‰�v���P�}����
�}���•�š���s�����Á���Œ�š�}�‘�����~�Œ�•�Ï�v�]���'��r �•�X���'���Ç���u���u�Ç���Á�Ç�Œ���Ì��a2���]��a7�U���š�}���Ì�v�����Ì�Ç�U��
�Ï�����Á�Ç�Œ���Ì�Ç���š�����Œ�•�Ï�v�]�����•�]�'���}���‰�]�'�����Œ�•�Ï�v�]���X

a a r57 2- =

�î�£���W�}���•�š���Á�]���u�Ç���Ì����a 52 = ���]���Ì����a 207 = ���]���}���o�]���Ì���u�Ç��r . r

r

r

5 20 5

5 15 5

3

|

= -

=

=

�ï�£���W�]���š�Ç���Á�Ç�Œ���Ì���}���o�]���Ì���u�Ç�U�����}�����i�������š�Œ�Ì�Ç���Œ�•�Ï�v�]���������}���Á�Ç�Œ���Ì�µ��a2. a a r3 5 3 3 5 9 145 2 $= + = + = + =

�3�2�3�5�$�:�1�$���2�'�3�2�:�–�(�'�;���IB

�=�$�'�$�1�–�(�K�������L�� zadanie ze wskazówkami �����S�N�W

�t�����]���P�µ�����Œ�Ç�š�u���š�Ç���Ì�v�Ç�u��an^ h�������v�����•���W��a 123 = ���]��a 385 = �X���t�š�����Ç���Á�Ç�Œ���Ì��a1���i���•�š���Œ�•�Á�v�Ç�W

���X1��14 ���X1��1- ���X1��14- ���X1��26-

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

�í�£���t�����]���P�µ�����Œ�Ç�š�u���š�Ç���Ì�v�Ç�u���l���Ï���Ç���Á�Ç�Œ���Ì���Œ�•�Ï�v�]���•�]�'���}�����v���•�š�'�‰�v���P�}����
�}���•�š���s�����Á���Œ�š�}�‘�����~�Œ�•�Ï�v�]���'��r �•�X���'���Ç���u���u�Ç���Á�Ç�Œ���Ì��a3���]��a5�U���š�}���Ì�v�����Ì�Ç�U��
�Ï�����Á�Ç�Œ���Ì�Ç���š�����Œ�•�Ï�v�]�����•�]�'���}�����Á�]�����Œ�•�Ï�v�]�����X

�î�£���W�}���•�š���Á�]���u�Ç���Ì����a 123 = ���]���Ì����a 385 = ���]���}���o�]���Ì���u�Ç��r .

�ï�£���W�]���Œ�Á�•�Ì�Ç���Á�Ç�Œ���Ì���}���o�]���Ì���u�Ç�U���}�����i�u�µ�i�������}����a3�����Á�]�����Œ�•�Ï�v�]�����X

�3�2�3�5�$�:�1�$���2�'�3�2�:�–�(�'�;���I��

�=�$�'�$�1�–�(�K�������L�� �^�E�H�E�R�M�I���W�T�V�E�[�H�^�E�N�Æ�G�I�����S�N�W

�t�����]���P�µ�����Œ�Ç�š�u���š�Ç���Ì�v�Ç�u���‰�]���š�Ç���Á�Ç�Œ���Ì���i���•�š���Œ�•�Á�v�Ç���í�ñ�U�������i�������v���•�š�Ç���i���•�š���Œ�•�Á�v�Ç���ï�ï�X���Z�•�Ï�v�]�������š���P�}�����]���P�µ���i���•�š���Œ�•�Á�v���W

���X1��6 ���X1��3 ���X1��3- ���X1��18

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

�3�2�3�5�$�:�1�$���2�'�3�2�:�–�(�'�;���I��
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�'�]�L�D������

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

�í�£���t�Ç�l�}�v�µ�i���u�Ç���Œ�Ç�•�µ�v���l���‰�}�u�}���v�]���Ì�Ç���š�Œ�•�i�l���š�����‰�Œ�}�•�š�}�l���š�v���P�} 
�]���Ì���Ì�v�����Ì���u�Ç���i�������v���Ì���l���š�•�Á���}�•�š�Œ�Ç���Z��a.

�î�£���:���Ï���o�]��tg 4
3a = �U���š�}���Ì�v�����Ì�Ç���Ï���U���Ì�P�}���v�]�����Ì�������.�v�]���i�����•�š�}�•�µ�v���l��

���s�µ�P�}�‘���]���‰�Œ�Ì�Ç�‰�Œ�}�•�š�}�l���š�v���i���‰�Œ�Ì�����]�Á�o���P�s���i�����}���‰�Œ�Ì�Ç�o���P�s���i���i���•�š���Œ�•�Á�v�Ç��
3 4| �X���K�Ì�v�����Ì���u�Ç�����s�µ�P�}�‘���]���}���‰�}�Á�]�����v�]���Z�����}�l�•�Á���i���l�}��x3  i x4 . 

�ï�£���d�Œ�Ì�����]�����}�l���}�Ì�v�����Ì���u�Ç���i���l�}��c�X���:���P�}�����s�µ�P�}�‘�����}���o�]���Ì���u�Ç��
�Ì���š�Á�]���Œ���Ì���v�]�����W�]�š���P�}�Œ���•���X

�ð�£���K���o�]���Ì���u�Ç���Á���Œ�š�}�‘����cosa.

�ñ�£���K���o�]���Ì���u�Ç���Á���Œ�š�}�‘�����Á�Ç�Œ���Ï���v�]����cos
cos

2
2

a
a

+
- .

�3�2�3�5�$�:�1�$���2�'�3�2�:�–�(�'�;���I 

�=�$�'�$�1�–�(�K�������L�� �^�E�H�E�R�M�I���W�T�V�E�[�H�^�E�N�Æ�G�I�����S�N�W �P�D�M����������

�:���Ï���o�]��a���i���•�š���l���š���u���}�•�š�Œ�Ç�u���}�Œ���Ì��tg 5
2a = �U���š�}���Á���Œ�š�}�‘�����Á�Ç�Œ���Ï���v�]����sin cos

cos sin
5

3 2
a a
a a
-
- ���i���•�š���Œ�•�Á�v���W

���X1��11
23- ���X1��23

11- ���X1��24
5 ���X1��5

24

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

�3�2�3�5�$�:�1�$���2�'�3�2�:�–�(�'�;���I 

�=�D�G�D�Q�L�D���x���Z�\�]�Q�D�F�]�D�Q�L�H���Z�D�U�W�R���F�L���I�X�Q�N�F�M�L���W�U�\�J�R�Q�R�P�H�W�U�\�F�]�Q�\�F�K
�G�O�D���N�Ç�W�µ�Z���S�R�Z�\�>�H�M������°

�=�$�'�$�1�–�(�K�������L�� zadanie do analizy �����S�N�W �&�.�(

�>�]���Ì������sin150c���i���•�š���Œ�•�Á�v�����o�]���Ì���]���W

���X1��cos60c ���X1��cos120c ���X1��tg 120c ���X1��tg 60c

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(��

�í�£���•���u�]���v�]���u�Ç���l���š��150c���v�����Œ�•�Ï�v�]���'���l���š�•�Á���‰�}�•�š�����]��180c a- .

sin sin

150 180 30

150 180 30

c c c

c c c

= -

= - =^ h

�î�£���<�}�Œ�Ì�Ç�•�š���u�Ç���Ì�����Á�Ì�}�Œ�µ���Œ�����µ�l���Ç�i�v���P�}�W��sin sin180c a a- =^ h . sin30c= =

�ï�£���K�����Ì�Ç�š�µ�i���u�Ç���Á���Œ�š�}�‘�����•�]�v�µ�•�����l���š����30c.
2
1= =

�ð�£���d���l�����•���u�����Á���Œ�š�}�‘�����i���l��sin30c���u����cos60c. cos60c=

�3�2�3�5�$�:�1�$���2�'�3�2�:�–�(�'�;���IA
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Trygonometria
�����U�R�]�Z�L�Ç�]�D�Q�L�D���]�D�G�D�����]�H���Z�V�N�D�]�µ�Z�N�D�P�L��
�L���V�S�U�D�Z�G�]�D�M�Ç�F�\�F�K6

�5�R�]�Z�L�Ç�]�D�Q�L�D���x���R�E�O�L�F�]�D�Q�L�H���Z�D�U�W�R���F�L���I�X�Q�N�F�M�L���W�U�\�J�R�Q�R�P�H�W�U�\�F�]�Q�\�F�K��
�]���G�H�4�Q�L�F�M�L

�5�2�=�:�–�Æ�=�$�1�–�(���=�$�'�$�1�–�$�K������ �����S�N�W �V�L�H�U�S�L�H������������

�t���š�Œ�•�i�l�����]�����‰�Œ�}�•�š�}�l���š�v�Ç�u�������v�����•�������s�µ�P�}�‘���]�����}�l�•�Á���~�Ì�}�������Ì���Œ�Ç�•�µ�v���l�•�X���t�š�����Ç�W��

���X1��cos 11
9a =
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Odpowiedzi
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