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Dowody matematyczne to w powszechnym rozumieniu taka matematyczna osobliwo$¢ — niekoniecznie dostepna |
dla kazdego. Wielu uwaza, ze zadania z dowodzenia, wykazywania, uzasadniania sq bardzo trudne. Niektdrzy .
powiedza nawet, ze dowody s niepotrzebne. (zgsto takze na lekcjach matematyki zadania tego typu sa pomijane
przez nauczycieli, ktorzy twierdzg, ze sq one za trudne, by uczniowie mogli je zrozumiec. Chciatbym Cie przekona,
ze jest zupetnie inaczej, a Swiat matematycznego dowodzenia to piekna kraina, gdzie rozwijasz swoja kreatywnos¢,
budujesz matematyczna dojrzatos¢ i zdobywasz analityczne doswiadczenie. Dzieki zrozumieniu dowodéw matema-
tycznych nauczysz sie uogélniac zaleznosci, ktdre obserwujesz, i bedziesz mogt stwierdzic, ze taka czy inna zaleznos¢
jest zawsze prawdziwa. Uwierz mi, ze to nie koniec korzysci, ktére mozna bytoby tu wymienia¢ bez korca. Przy
dowodzeniu, czesciej niz w innych rodzajach zadai matematycznych, pojawiaja sie niezliczone pytania, takie jak:
Skad? Dlaczego? Po co? Czy na pewno? Na podstawie czego? Stawianie pytan i szukanie na nie odpowiedzi mozna
spuentowac jednym stwierdzeniem: To uczy logicznego myslenia.

Nie béj sie dowoddw matematycznych. Najtrudniej bedzie zaczac. Ale pamigtaj — bez pierwszego kroku nie ma drugiego i kolejnych. Po rozwiazaniu
kilku zadan na wykazywanie zauwazysz, ze mozna sie tego nauczy¢, a co wiecej — mozna nawet to polubi¢. Wiem, ze teraz mi nie wierzysz,
ale zapewniam Cie: tak bedzie.

Zadania zamieszczone w ksigzce s3 przeznaczone przede wszystkim dla uczniéw szkét Srednich z obu pozioméw. W arkuszu maturalnym z poziomu
podstawowego, a tym bardziej rozszerzonego zawsze znajdziemy kilka dowodéw matematycznych. Bardzo czesto sq to dowody geometryczne lub
zadania dotyczace wykazywania nieréwnosci i dlatego tego typu zadan w tej ksiazce znajdziesz najwiecej. Jesli ktos mysli o bardzo dobrych wyni-
kach na maturze z matematyki, to niezaleznie od poziomu — musi nauczyc sie dowodzenia i wykazywania. Wiele dowodéw moze bez problemu
przeprowadzic réwniez uczen gimnazjum. Materiat zawarty w ksigzce moze by¢ znakomitym treningiem przygotowujacym do konkurséw i olimpiad
matematycznych.

Twierdzenia matematyczne najczeéciej dowodzimy wprost lub nie wprost. W tym zbiorze zadan skupimy sie gtdwnie na dowodzeniu wprost. Mozna
prowadzi¢ dowodzenie, wykorzystujac rowniez indukcje matematyczna, ale pojawia sie ona dopiero na wybranych kierunkach studiow i dlatego tutaj
ja pominiemy.

Dowdd wprost polega na tym, ze w oparciu o zatozenia przeprowadzamy rozumowanie zgodne z zasadami logiki oraz stosujemy aksjomaty i twier-
dzenia matematyczne, aby zbada¢ prawdziwosc przyjetej tezy. Jednym z najczestszych btedéw jest mylenie tezy z zatozeniami. Koniecznie zwrdé
uwage, na czym mozesz sie oprze¢ (jakie zatozenia masz do dyspozycji), a co masz udowodnic (jaka jest teza, ktdrej prawdziwosci masz dowiesc).
Obrazuje to przyktad w ponizszej tabeli:

TWIERDZENIE PRZYKLAD

Twierdzenie w matematyce to pewien sad o obiektach matematy- Rozwazmy twierdzenie:

aznych. Podstawowa forma twierdzenia to:,, Jesli. . ., to...". W kazdym rombie przekatne przecinaja sie pod katem prostym”.

Wszystko, co znajduje si¢ pomiedzy stowami jesli”i,to”, nosinazwe ~ To twierdzenie nie jest podane w formie podstawowej, ale na taka

zatozenia twierdzenia, natomiast wszystko, co znajduje sie po forme mozna je przeksztatci¢:
stowie,to", nosi nazwe tezy twierdzenia. ,Jesli zworokat jest rombem, to jego przekatne przecinajq sie pod
katem prostym”.

0 prawdziwosci twierdzenia decyduje dowdd matematyczny.
Wystarczy, ze taki dowéd istnieje. Zatozenie:, (zworokat jest rombem’”.

Teza:, W czworokacie przekatne przecinaja sie pod katem prostym”.

W niniejszym zbiorze dowody s3 podzielone na dziesie¢ tematycznych rozdziatéw. Kazdy z nich sktada sie z trzech czesci. W pierwszej analizujesz
poszczegéine typy zadan na dowodzenie z przyktadowymi rozwigzaniami oméwionymi krok po kroku. W drugiej przeprowadzasz dowody samodziel-
nie, opierajac sie na tym, czego dowiedziates sie w rozdziale pierwszym. Mozesz rowniez postuzyc sie wskazéwka, ktora znajdziesz przy okreslonym
dowodzie. Wskazowka jest rozwiazanie konkretnego dowodu z rozdziatu pierwszego. W czesci trzeciej znajdziesz petne rozwiazania do zadan
zrozdziatu drugiego. Pamietaj, ze sq to tylko rozwigzania przyktadowe. Twoje moga byc inne, ale efekt dowodzenia musi by¢ taki sam.

Powodzenia!

Mg Sodonar
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DOWODY DOTYCZACE PODZIELNOSCI

DOWOD 22 n Wykaz, ze liczba 5°%° — 3 - 5200 — 519 + 3 jest podzielna przez 48.

PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE

1°Wprowadzamy zmienng ¢ i rozktadamy otrzymane wyrazenie Niech 5'% = ¢

do postaci iloczynowej metoda grupowania wyrazow.
=3 —t+3=0(t—3)—(t—3)=(t—=3)(—1)=

=(t=3)(t—1)(t+1)=

2° Otrzymalismy iloczyn trzech kolejnych liczb parzystych, poniewaz =(5"%0—3) (59— 1) (50 +1) = 2k(2k+2)(2k+4) =
o ; . 100 100 100 —_—

ostatnimi cyframi wyrazed 5 — 3,5 — Toraz 5 + 153 zawsze % %+2  U+4, keC

kolejne cyfry parzyste.

3°Wytaczamy z obu nawiasow liczbe 2. Otrzymalismy iloczyn trzech =2-2-2k(k+1)(k+2) =48k

kolejnych liczb catkowitych, ktdry jest podzielny przez 6, poniewaz wsrdd W

tych liczb jest co najmniej jedna liczba parzysta i dokfadnie jedna liczba
podzielna przez 3, czyli cate wyrazenie dzieli sie przez 2 -2 -2 - 6 = 48.

W PEENI ROZWIAZANE ZADANIA

Zbior zadari zostat podzielony na 10 tematycznych
rozaziafow.

W pierwszej czesci kazdego rozdziatu znajdujq sie w
petni rozwiqzane zadania z komentarzem i doktadnym
wyjasnieniem kolejnych krokow rozwigzania.

Wszystkich zadari w tef czesci jest 161.

DOWOD 152 n Dany jest cigg geometryczny (ay, a,, ..., a,y ), ktorego wszystkie wyrazy sgdodatnie. Wykaz, ze prawdziwe jest

rownanie 1%/a, - a, ... - ay00 = /0y Gygq -
PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE
1° Zacznijmy od lewej strony réwnania. Kazdy wyraz ciagu L=1%a,a, ... 0y = 1O\O/a1 0,4 a, q2~ ~a1q99 =

geometrycznego mozemy przeksztatcic do postaci: a, = a, .

2° Porzadkujemy iloczyn. — 100/01100 IR R

3*Wyrazy sumy wykadnikow 1 +2+ .. + 99 tworzaiag ~ Spg =2 -9 = 50- 99 = 4950

arytmetyczny. Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych
) ) a +a 0
wyrazéw tego ciggu: S, = 5 .

1 1\2
4° Podstawiamy otrzymang wartos¢ i przeksztatcamy do zadanej = '%/a]® - ¢* =g, - ¢%¥2 =/ <a1 : q497) =/al-¢” =
ostaci, znajdujacej sie po prawej stronie réwnania. _/ 9 _ S _
(S —)

a

100




TROCHE TEORII

Zauwazmy, ze:

2= e Zbior zadari zawiera rowniez niezbednq teorie, ktora
- pomoze Ci w rozwiqgzywaniu zadar.

(=3)2 >0, poniewaz 9 > 0

Czesci teoretyczne znajdujq sie na poczqtku rozdziatow
V2V >0, poniewaz 2 = 0 Jak rowniez przez przed zadaniami okreslonego typu,
wymagajgcymi dodatkowej wiedzy lub wzorow.

0>, poniewaz 0 > 0

2—-J2) >0, poniewaz (2— /2 Y =~ 0,35>0

Oznacza to, ze kwadrat sumy lub roznicy dowolnych liczb rzeczywistych jest (x+yV=0 (x—yl=0 xyeR
wyrazeniem nieujemnym.

Wiele dowoddw opiera sie na tej zaleznoéci. Jednym z najbardziej podstawowych /\ X+ 17 >)

dowoddéw w wyrazeniach algebraicznych jest zaleznos¢: xeR,

Udowodnimy te zaleznos¢ algebraicznie oraz wskazemy interpretacje graficzna.

DOWOD ALGEBRAICZNY INTERPRETACJA GRAFICZNA

Wykaz, ze dla kazdej liczby x € R, zachodzi zaleznos¢ x + 17 > 2.

5Ar 17 >2 |« (x > 0, wiec znak nierownosci nie zmienia sie)

X+1> X
X—=%+1>0
(x—1¢>0

= M W & ;D

Kwadrat réznicy jest zawsze nieujemny: /\ (x— 1)2 > 0.
x€R,

To bardzo wazna zaleznos¢, do ktdrej wielokrotnie bedziemy sie odwotywac. Wykres funkgji y = x + 17

PR .. 1
- >
/\ — czytamy jako: ,Dla kazdego x ze zbioru liczb rzeczywistych dodatnich’”. réwniez dowodz, 2e x + 5 = 2.

xeR,
Analogicznie mozemy zapisac: /\ § I % =2

xy R,

Uogélniajac, mozemy podac twierdzenie, ze suma dodatnich liczb odwrotnych jest wieksza badz réwna 2.

DOWOD 181 n Wykaz, ze nierownos¢ 2¢* — 6xy + 11y* > 0 jest prawdziwa dla kazdego x, y € R.

PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE

1°W pierwszej kolejnosci zwracamy uwage, ktdry z wyrazéw moze by¢ podwojonym wW—6xy+ 112 >0
iloczynem kwadratu sumy lub kwadratu réznicy. W tym przypadku podwojonym o+ 2 — iy + 9y2 n 2y2 >0

iloczynem jest —6xy . ) 2 2
X +(x=3y)Y+2°=>0
2° Rozktadamy wiec poszczegdlne wyrazenia tak, aby uzyskac kwadrat réznicy. . =0 >0

=0

3°W wyniku przeksztatcen otrzymaliSmy sume wyrazen nieujemnych, ktdra jest rowniez nieujemna dla kazdego x,y € IR, wiec nierownos¢ jest
prawdziwa.




eummEE »

DOWOD 246 P : - Dany jest trojkat prostokatny. Na kazdym z bokéw
..... " narysowano pétokregi (zobacz rysunek). Wykaz, ze

pole zakreskowanych obszaréw, zwanych ksiezycami
\ Hipokratesa, rowne jest polu tréjkata.

.
.
.
.

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE "x‘

1°Na rysunku pomocniczym oznaczamfr{)oki tréjkata. Promienie pdtokregéw
53 potowami dtugosci poszczegdlnych bok’ﬂyv tréjkata.

o*

.
.
.
.
.
.

ot T 1 aVl 1 bV, 1 1 %
2° Mozna zauwazy¢, ze pole obu pétksiezycow obliczymy;jesli od sumy Py = 7 7T (7> oy (7) + Tab -y <7> =
pdl obu pdtkoli opartych na przyprostokatnych tréjkata i p&lg tego tréjkata X 2
odejmiemy pole pétkola opartego na przeciwprostokatnej. 8 71' + % Tty ab — T =

3° Wytaczamy liczbe 2% przed nawias. — (@4 —)+tab =
8 8§\ — 2

(Z
. U B S - T2yl 1
4° 7 twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze: a“ + b° = ¢”. Po podstawienitiza 8 (t=A)+ yab=~ab="P,

c = a* + b” iredukqji otrzymujemy wartosc pola tréjkata prostokatnego. 0

*

.
.
.
.
.
.
.
.
.

.
.
.




ZADANIADO SAMODZIELNEGO WYKONANIA

h

s

G2 DOWOD 56 R | Wykaz, ze liczha 7% — 8 - 7% + 15 - 7' jest podzielna przez 56.

Gont 152 DOWOD 166 R | Wiedzac, Ze liczby x, y, z sq kolejnymi niezerowymi wyrazami ciggu geometrycznego, uzasadnij, ze
J/ZXZ2 n )(Zyz2 + XZZJ/2 =P+ 47,

i1 DOWOD 200 P | Udowodnij, ze dla dowolnych liczb x i y prawdziwa jest nieréwnos¢ 10x> + 6xy + 2y* > 0.

Gon 24 DOWOD 274 P | Wykaz, 2; suma pol ksiezycow Hipokratesa zbudowanych na bokach tréjkata réwnobocznego jest wieksza od pola
tego tréjkata.

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO WYKONANIA

W drugiej czesci kazdego rozdziatu znajdujq sie zada
nia do samodzielnego wykonania.

Wszystkich zadan w tej czesci jest 163.

Przy kazdym zadaniu okreslony jest rowniez poziom
trudnosci — podstawowy lub rozszerzony.

Zadania z tej czesci uczeri rozwiqzuje samodzielnie.
Moze réwniez skorzystac ze wskazowki, czyli odwotania
do podobnego zadania z pierwszej czesci, ktérego
Sposob rozwiqzania jest analogiczny.

25



ROZWIAZANIA zapan po SAMODZIELNEGO WYKONANIA ),

.

PRZYKtADOWE ROZWIAZANIA

DOWOD 56 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE W trzeciej czesci kazdego rozdziatu znajdujq sie

przyktadowe rozwigzania do zadari z drugiej czesci.
70 =8-70+15-70=7"(70 8.7 +15)

Niecht=7" — 70—8.70+15=£—8t+15=(t—5)(t—3) = (70— 5)(7""—3), wiec

70—8.70415.70=719(7"0—5) (70—3) =7 2%-(2k+2)=7"-2-2-k(k+1)=7"-8/=56-7°1, wiec liczha jest
2k 2%+2, ke C A 1C

podzielna przez 56.

DOWOD 166 PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE

Kolejne wyrazy ciagu: x, y = xq, z = xqz.

3
22 99 2.2 2 24 2 1A 2
s e S =qu/‘7 Lt +XX);Zqz=X3q6+x3q3+x3=x3+(X4)3+(xqz)3=X3+y3+z3=P

DOWOD 200 PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE

106+ 6x+ 20 >0

P+t +ey+y +y >0
—_—

X+0x+yf+y =0

—_— el
=0 >0 >0

=0

DOWOD 274 PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE

o1 a3
PK_3'7'<7)7[+T_7FR =

4 20T a 4 @ylisuma pdl ksiezycow Hipokratesa jest wieksza od pola trojkata.
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Dariusz Kulma to nauczyciel z ponad 20-letnim stazem, wielokrotnie wyrézniany za swoje osiggnie-
cia, w tym m.in.:

v nagroda Ministra Edukacji Narodowej Il stopnia w 2008 roku,

v jako jedyny matematyk trzykrotnie nagrodzony w ogdlnopolskim konkursie Nauczyciel Roku (pod
patronatem Ministerstwa Edukacji Narodowej i ,Glosu Nauczycielskiego”) — w 2006 nagroda
Nadzieja Edukacji’, w 2007 roku jednym z trzech wyroznien, a rok pozniej tytutem Nauczyciela Roku
2008.

v Jest pomystodawcg i tworcg projektu Matematyka Innego Wymiaru — zrzeszajacego ponad 20
tysiecy uczniow chcacych rozwijac swoje matematyczne zdolnosci.

v Jest autorem pietnastu zbiorow zadan, w tym dla najmtodszych uczniéw z zadaniami z krainy
Kwadratolandii.

v Prowadzi fanpage, Jak zda¢ mature z matematyki?’, pomagajac w rozwiazywaniu zadan, udzielajac
porad i wskazéwek przedmaturalnych.

v Jest autorem serii ksigzek, Jak zdac mature z matematyki?".

v Jest pomystodawca Matematycznych Mistrzostw Polski Dzieci i Mtodziezy oraz autorem zadan
konkursowych.

v Jest autorem programu nauczania matematyki dla szkét ponadgimnazjalnych opracowanego
w ramach projektu E-laboratorium matematyczne.

0d autora...

J...) Nie boj sie dowodéw matematycznych. Najtrudniej bedzie zaczal. Ale pamietaj — bez
pierwszego kroku nie ma drugiego i kolejnych. Po rozwigzaniu kilku zada na wykazywanie
zauwazysz, ze mozna sie tego nauczy¢, a co wiecej — mozna nawet to polubic. Wiem, ze teraz mi nie
wierzysz, ale zapewniam Cie: tak bedzie.

Zadania zamieszczone w ksigZce sa przeznaczone przede wszystkim dla uczniéw szkot Srednich z obu
poziomdw. W arkuszu maturalnym z poziomu podstawowego, a tym bardziej rozszerzonego zawsze
znajdziemy kilka dowodéw matematycznych. Bardzo czesto s to dowody geometryczne lub zadania
dotyczace wykazywania nieréwnosci i dlatego tego typu zadar w tej ksigzce znajdziesz najwiecej. Jesli
kto$ mysli o bardzo dobrych wynikach na maturze z matematyki, to niezaleznie od poziomu — musi
nauczyc sie dowodzenia i wykazywania. Wiele dowodéw moze bez problemu przeprowadzic réwniez
uczen gimnazjum. Materiat zawarty w ksigzce moZe by¢znakomitym treningiem przygotowujacym do

konkurséw i olimpiad matematycznych.”
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Zbiér zadan zawiera 324 dowody w petni rozwiazane ,krok po kroku’, w tym:
v 1371 zadan z zakresu podstawowego
v 193 zadania z zakresu rozszerzonego

Zbior zadan zostat podzielony na 10 tematycznych rozdziatow — kazda czes¢ zawiera:

v zadania w petni rozwigzane z komentarzem

v zadania do samodzielnego wykonania (z odwotaniem do zadania pomocniczego)
v pelne rozwiazania zadan do samodzielnego wykonania




