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Przeczytaj uwaznie, jesli chcesz jeszcze skuteczniej
przygotowac si¢ do matury rozszerzonej

Pomyst napisania tej ksiazki pojawit sie w mojej
gtowie juz dawno i odzywat co jakis czas - zawsze
po kolejnych maturach z poziomu rozszerzonego
w ostatnich latach. Egzaminy maturalne na tym po-
ziomie od kilku lat sa z roku na rok coraz trudniejsze.
Problemem nie jest w sumie sam zakres wiedzy,
jaka powinien posiadac¢ maturzysta zdajacy mature
na tym poziomie, ale to, ze poruszane watki zadan
sg czesto nietypowe. Poza tym duzg trudnoscia jest
rowniez to, by zdazy¢ rozwigzac te zadania w 180
minut, ktore przeznaczone s3 na ten egzamin. Wie-
le razy od moich uczniow po maturze styszatem:
»Zrobitbym te zadania, ale jakbym miat ze dwie go-
dziny wiecej", ,\Wiedziatam, jak rozwigzac, ale zabra-
kto mi czasu, zeby to zapisac”. Czy jest na to sposob?

Mozemy dtugo dyskutowac, czy formuta egzaminu jest odpowiednia. Dla mnie jednak
najwazniejsze jest to, by Twoj wynik na maturze z matematyki z poziomu rozszerzonego, po-
mimo wszystko, byt jak najlepszy. Napisatem te ksiazke, bys wszedt na jeszcze wyzszy poziom
przygotowan i mam nadzieje, ze uda Ci sie to osiagnac. Ta ksiazka jest odpowiedzig na ten
coraz trudniejszy egzamin.

Chciatbym zaznaczyc, ze ksigzka jest skorelowana z repetytorium ,Jak zda¢ mature z matema-
tyki na poziomie rozszerzonym” oraz arkuszami maturalnymi, a takze z ksiazka bardzo wazna
w maturalnych przygotowaniach, czyli zbiorem ,Dowody matematyczne - zbior zadan na
dowodzenie dla maturzystow i nie tylko”. Mozesz jednak uczyc sie z tej ksigzki niezaleznie od
pozostatych, ale pamigtaj o tym, ze w tej ksigzce bedziemy omawiac i rozwigzywac zadania
bardziej ambitne, nietypowe, ciekawe, wymagajace, wiec na pewno nie bedzie tu wszystkich
zagadnien, ktore s3 potrzebne, by zda¢ dobrze mature.

Czym wyroznia sie ta ksigzka, jaki ma system i co zawiera?

@ Blisko 50% zadan w tej ksiazce to zadania multidziatowe, czyli takie, ktore zawieraja za-
gadnienia z wielu dziatow — nawet z czterech czy pigeciu. Rozwigzujac takie zadanie, powta-
rzasz "jakby przy okazji" materiat, ktory poznates wczesniej, a dzieki temu utrwalasz te zagad-
nienia i bedziesz pamietac je zdecydowanie dtuzej. Rozwigzywanie takich zadan spowoduje,
Ze mniej czasu bedziesz potrzebowac na ciagte utrwalanie wczesniejszych umiejetnosci.
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@ W wielu rozwigzaniach zadah wykorzystujemy twierdzenia i wzory, ktorych nie ma w pod-
stawie programowej, a dzieki ktorym mozna rozwigzac zadanie szybciej. Namawiam Cie do
tego, bys starat sie z nich korzystac. Wybratem tylko te, dzieki ktorym oszczedzisz duzo czasu.
To sie naprawde optaci! W kontekScie matury rozszerzonej odpowiednie gospodarowanie
czasem to, jak wspomnieliSmy wczeSniej, wazny element tego egzaminu. Moi uczniowie
zawsze chetnie korzystaja z takich twierdzen i wzordw, jesli widza w tym oszczednos¢ czasu.
I nie boj sig, na maturze jak najbardziej mozesz z takich twierdzen i wzorow korzystac.

@ Do wszystkich zadan w danym dziale znajdziesz w oddzielnym podrozdziale wskazowki do
zadan. Pewnie z wtasnych doSwiadczen zauwazytes, ze gdy nie ma pomystu na zadanie, to od
razu zagladamy do rozwigzania lub odpowiedzi. Taka metoda jest jednak troche mato skutecz-
na, bo nie dates sobie czasu, by pomyslec, zastanowic sie i tak zwyczajnie pogtowkowac nad
tym zadaniem, a przeciez to sa dla Twojego matematycznego rozwoju chwile bezcenne. To
wtedy uczysz sie najwiecej i bardzo efektywnie. Zostawiam Ci wiec najpierw wskazowke. Pod-
powiadam, ale prosze, abys dalej rozwigzat je samodzielnie.

@ Do wszystkich zadan znajdziesz w oddzielnym podrozdziale (kolejnym po wskazowkach)
petne rozwiazania krok po kroku z petnymi wyjasnieniami opisanymi zrozumiatym jezykiem.
Nawet, jesli zrobites zadanie inaczej, to prosze, zebys zapoznat sie i przejrzat te sposoby. Moze
ktoras z tych metod uda Ci sie wykorzystac przy innych zadan, a najlepiej na maturze!

Na koniec chciatbym Ci dedykowac¢ moj ulubiony cytat, ktory prowadzi mnie przez zycie:
»W konfrontacji strumienia ze skata, strumien zawsze wygrywa - nie przez swoja site, ale
przez wytrwatoS¢.” To stowa Buddy, ktore pokazuja, ze jesli chcesz osiagnac sukces, to musisz
is¢ krok po kroku droga wytrwatosci i pracowitosci. | tego Ci serdecznie zycze!
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Zadania "multidziatowe", czyli w jednym zadaniu powtarzamy
zagadnienia z roznych dziatow. Podane numery informuja, z ktorym

powigzane

dziatem lub dziatami powigzane jest dane zadanie.

zdziatem 10
maj 2016 Zadanie pochodzace z danej matury CKE.
(SF) Zadanie pochodzace z matury CKE wedtug formuty sprzed 2015 roku.

warto poznac! Informacje, ktore moga pomoc Ci w szybszym rozwigzaniu zadania.

Dodatkowe informacje, komentarze oraz errata
dostepne na stronie: jakzdacmaturezmatematyki.pl/errata
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Blisko 50% zadan w tej ksiazce

to zadania multidziatowe, czyli takie, ktore
zawieraja zagadnienia z roznych dziatow —
nawet z czterech czy pieciu. Rozwigzujac
takie zadanie, powtarzasz "jakby przy okazji"
materiat, ktory poznates wczesnie;.

A o

ZZ‘;’VZZZ;"% Dana jest liczba 11+ 21+ 314 ... +2018! + 2019!. Znajdz trzy ostatnie cyfry tej

liczby.

o =3

powigzane
zdziatem 2, 5,6

Wykaz, ze liczba k = @°97° - §°92° . %9737 jest szescianem liczby naturalnej, jesli
n.,n
n+5+5+... C 2anno L i 2anno . 2qnno 4anno
= lim 2 n4 b=/18—8,/2 + 205 (= 55in"100°+sin"100° cos"100° +cos" 100

n— oo



DZIAL 1

LICZBY
RZECZYWISTE



Do wszystkich zadanh w danym dziale
znajdziesz w oddzielnym podrozdziale
wskazowki do zadan.

WSKAZOWKA DO ZADANIA 7

Rozwaz, od ktorej liczby postaci n ! trzy ostatnie cyfry tej liczby sie nie zmieniaja i nie maja
wptywu na ostatnie cyfry podanej sumy.

WSKAZOWKA DO ZADANIA 8

Wyznacz liczby a,b,¢, a nastepnie skorzystaj ze wzordw % =59 oraz
a"-b"=(a-b)".Przywyznaczaniu liczby a zauwaz, ze licznik granicy jest szeregiem ge-
ometrycznym. Przy wyznaczaniu liczby b skorzystaj z zaleznosci 4/ (a—b) =|a—b|.
Przy wyznaczaniu liczby ¢ skorzystaj ze wzoru na jedynke trygonometryczna.

10



DZIAL 1
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RZECZYWISTE



Do wszystkich zadan znajdziesz w oddzielnym
podrozdziale (kolejnym po wskazowkach) petne
rozwiazania krok po kroku z petnymi wyjasnie-
niami opisanymi zrozumiatym jezykiem.

o ™

Dana jest liczba 11+ 21+ 314+ ... +2018! + 2019!. Znajdz trzy ostatnie cyfry tej powigzane

zdziatem 10

liczby.

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Wykonujemy tabele z kolejnymi silniami liczb naturalnych oraz liczbami, ktore utwo-

rzone sa przez trzy ostatnie cyfry sumy tych liczb.

Liczba n! Trzy ostatnie cyfry n!  Trzy ostatnie cyfry sumy liczh UWAGA!
1 1 1 Przy duzych wynikach, ktore
)1 ) 3 nie mieszcza sie na kalkula-
torze, wystarczy mnozyc trzy
3! 6 9 . .
ostatnie cyfry poprzedniej
4! 24 33 silni przez kolejna liczbe,
51 120 153 np. ostatnie trzy cyfry licz-
6! 720 873 by 9! to 880, wiec liczbe 830
71 040 913 mnozymy przez 10 i trzy os-
gl 320 933 tatnie cyfry teg(? |l.0czynu sq.
N 880 . t.rzema ostat.nlml cyfrz.;\rrll
‘ liczby 10!. Mozna zauwazyc,
10! 800 913 ze od liczby 15! caty czas
1! 800 713 trzema ostatnimi cyframi
121 600 313 s liczby 0, wiec wszyst-
131 800 113 kie kolejne sktadniki sumy
141 200 313 n!e zmlenlq‘ trzech osta.t-
nich cyfr, ktore beda takie
15! 000 313 same jak w sumie:
16! 000 313 itd. N+204+31+ .. 414!

POPRAWNA ODPOWIEDZ: Trzy ostatnie cyfry to 3,1,3.
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Dziat 1

@ ZADANIE 8 m

powigzane— \Nykaz, ze liczba k = a'*97° - '%92° . (%9735 jest szescianem liczby naturalnej, jesli

zdziatem 2,5, 6
n n
n++5+5r+...  2anne 4 cin2anne 2 10ne 4a000
a= lim 2 n4 b= /18—8ﬁ +20,5’ =5 100° +sin“100° cos“100° + cos " 100
n— oo
PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE
Wyznaczamy liczbe a. Suma n + % + % =+ ... jest szeregiem geometrycznym, gdzie
a
a =n,aq=17,wiec5= 1—1(] =—n1 =1L=2n
=7 2
Obliczamy granice.
n,n
i n+2+4+..._. Z_n_ ) B
im ———— = |lim 5 =2, wieca =2
n— oo n— oo

Wyznaczamy liczbe b. Zamieniamy roznice 18 — 8./2 na kwadrat rbznicy i korzystamy
zzaleznoéci: v/ (a— b)Y =|a—b]

1
b=y18—8/2 +2%° =/ (4—V2V +21=|4—/2 |+ /2 =4— /2 +/2 =4
Wyznaczamy liczbe ¢, korzystajac ze wzoru na jedynke trygonometryczna.

(= 5sin2100°+c0s2100°(sin2100°+cosz100°) _ 55in2100°+c052100° =5
1 1

Podstawiamy wyznaczone wartosci do liczby k.
k= 2Iog75 . 4Iog25 . 5|og73,5 —

Korzystamy ze wzoru: @< = /9

— 2Iog75 . 5Iog24 . 3’5Iog75 — 2Iog75 . 52 . 3’5Iog75 —
Korzystamy ze wzoru: a" - b"-= (a-b)’

— (2 . 3,5)Iog75 . 52 — 7Iog75 . 52

Korzystamy ze wzoru: a® = b
=5.52=53

Liczba k jest szeScianem liczby 5.
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TWIERDZENIE VIVIANIEGO

Dla kazdego punktu lezacego

we wnetrzu trojkata rowno-

bocznego suma jego odlegtosci

od poszczegolnych bokow

trojkata jest stata i wynosi tyle, B

co wysokos¢ trojkata. A B
Suma k +/+m jest rowna

I : wysokosci trojkata.

W wielu rozwiazaniach zadan wykorzystujemy
twierdzenia i wzory, ktorych nie ma w pod-
stawie programowej, a dzieki ktorym mozna
rozwiazac zadanie szybciej.

<
=
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=
&
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IS QW POLECAMY SERIE KSIAZEK

MATEMATYKI"

Seria ,Jak zda¢ mature z matematyki” to m.in. REPETYTORIA:

v Wszystkie najwazniejsze zagadnienia — wzory, definicje,

JAK ZDAC MATURE twierdzenia z przyktadami opracowane wedtug aktualnej
z MATEMATYKI? .
podstawy programowej.
v tacznie 1387 ZADAN - 677 zadah na poziomie
podstawowym oraz 710 zadah na poziomie rozszerzonym

(w tym zadania na dowodzenie i wykazywanie).

v Rozwigzania ,krok po kroku”, wskazowki i komentarze

Dariusz Kulma

1ak ZDAC MATURE
Z MATEMATYI{I

NA POZIOMIE PODSTAWOWYM

- ktore wyttumacza Ci kazde zadanie jak najlepszy korepetytor.
v Podsumowania - ktore systematycznie porzadkuja Twoja
wiedze, rowniez w wersji on-line.

arlusze ka‘fum[he@

Z ksiazkami z serii ,Jak zda¢ mature z matematyki”
Scisle powiazane sa ARKUSZE MATURALNE

v Na poziomie podstawowym i rozszerzonym.
v Zawieraja zadania autorskie opracowane
na podstawie wytycznych CKE.

1ak ZDAC MATURE
e &

OrLusze M{“ura{he@
Z ;

ok e K 4 0

MATEMATYCINE

D o s ot ot e
Eakre pedtrmey | e

v Rozwigzania do zadan z dowodami i na wykazywanie.

v tacznie 502 ZADANIA.
v Odpowiedzi do wszystkich zadan.

,DOWODY MATEMATYCZNE — UMIEM TO! Zbior zadan
na dowodzenie dla maturzystow i nie tylko”".

v 328 DOWODOW - na poziomie podstawowym i rozszerzonym.

v Rozwiazania ,krok po kroku” do wszystkich zadan.

v Rekomendowana w przygotowaniach do konkursow
i olimpiad matematycznych.

v Kazde zadanie oznaczone poziomem trudnosci.

v Wskazowki do zadan do samodzielnego wykonania.



101 ZADAN

DLA AMBITNYCH MATURZYSTOW

Zbior zadan trudnych, ciekawych
i nietypowych z matematyki
na poziomie rozszerzonym

Dariusz Kulma to nauczyciel z ponad 20-letnim *
stazem, wielokrotnie wyrdzniany za swoje osiagniecia, 9 DYPLOM
w tym m.in. nagroda Ministra Edukacji Narodowej Il stopnia

oraz tytutem Nauczyciela Roku 2008 w ogolnopolskim konkursie
organizowanym pod patronatem Ministerstwa Edukacji Narodowej
i ,Gtosu Nauczycielskiego”.

Jest autorem serii ksigzek dla maturzystow oraz kilkunastu zbiorow z zadaniami konkur-
sowymi. Jest tworcg wielu projektow edukacyjnych, w tym m.in. ,Matematyki Innego
Wymiaru”, ,Matematycznych Mistrzostw Polski Dzieci i Mtodziezy” czy ,E-laboratorium
matematyczne”. W ramach projektu ,Jak zdaé¢ mature z matematyki?” prowadzi warsztaty
motywacyjne dla maturzystow, wspierajac mtodziez w przygotowaniach maturalnych. Jest
rowniez szkoleniowcem i wyktadowca podczas wielu konferencji dla nauczycieli matema-
tyki w Polsce.

Czym wyréznia sie ta ksigzka?

Blisko 50% zadan w tej ksiazce to ZADANIA MULTIDZIAXOWE, czyli takie,
ktore zawieraja zagadnienia z wielu dziatow - nawet z czterech czy pieciu.
Rozwiazujac takie zadanie, powtarzasz materiat "jakby przy okazji"!

W wielu rozwiazaniach wykorzystujemy TWIERDZENIA | WZORY, KTO-
RYCH NIE MA W PODSTAWIE PROGRAMOWE), a dzieki ktorym mozna
rozwiazac zadanie szybciej!

Do wszystkich zadan w danym dziale znajdziesz WSKAZOWKI DO ZADAN.

Do wszystkich zadan znajdziesz PELNE ROZWIAZANIA KROK PO KROKU
z wyjasSnieniami opisanymi zrozumiatym jezykiem.

Bestsellerowa seria

L ELIITI-\HT ksiazek: “Jak zdac

FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA maturg Z matemalyki?"

ISBN 978-83-63975-34-0
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Sprawdz inne ksiazki Zamowienia e-mail: elitmat@elitmat.pl
Cena 37,00 zt oraz materiaty on-line  Zamowienia telefoniczne: 51-77777-51
Zamowienia on-line: www.jakzdacmaturezmatematyki.pl
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